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АКТУАЛЬНІСТЬ РОБОТИ. Широке використання 
у промисловості та будівництві композитних матеріа-
лів, функціональні властивості яких істотно залежать 
від дифузійних процесів, вимагає вивчення їх основ-
них закономірностей зокрема, з метою оцінки надійно-
сті, оптимальності і довговічності складних інженер-
них конcтрукцій [1–3]. Одним з найбільш розповсю-
джених класів композитних матеріалів є шаруваті 
композити з основою із металічної матриці (Al, Mg, Ni 
та ін.) [4, 5]. Використання полі- та біметалів дозволяє 
істотно скоротити витрату високолегованих сталей, 
дефіцитних і дорогих кольорових металів, наприклад, 
Cu, Cr, Mo. При цьому для таких середовищ, як прави-
ло, є невідомими дані про конкретне просторове роз-
ташування окремих фаз, проте достатньо інформації 
про їхній дольовий вміст та основні фізико-хімічні 
властивості [5, 6]. 

Шаруваті композитні матеріали все ширше ви-
користовуються в літако- та суднобудівництві, авто-
такторо- та приладобудівництві, гірничобудівній, 
нафтовій і металургійній галузях промисловості. Це 
пов’язано з тим, що шаруваті композити володіють 
шировим спетром і унікальним поєднанням таких 
цінних властивостей, як висока міцність, корозійна 

стійкість, електро- і теплопровідність, жаростій-
кість, зносостійкість і таке подібне. З бі- та поліме-
талів виготовляють листи, стрічки, дроти, фасонні 
профілі, тощо, тобто деталі та конструкції різнома-
нітних конфігурацій. Використання шаруватих ме-
талевих композитів дозволяє не тільки підвищити 
надійність та довговічність ефективної роботи дета-
лей, блоків і вузлів обладнання, але й суттєво знизи-
ти витрати високолегованих сталей, вартісних ко-
льорових металів (нікель, хром, мідь, молібден, то-
що), знизити енергоємність та металоємність, витра-
ти на технічне обслуговування, виробництво запчас-
тин та ремонт обладнання. 

Застосування корозійностійких шаруватих ком-
позитів характеризується високою ефективністю – 
значно скорочується витрата легуючих елементів, 
знижується вартість машин механізмів, підви-
щується ресурс їхньої роботи. З таких матеріалів 
виготовляють деталі і конструкції для роботи в умо-
вах низьких або високих температур та тисків, під 
впливом різних агресивних середовищ [7]. 

Полімерні композитні матеріали, зокрема на ос-
нові термопластів, аліфатичних та ароматичних по-
ліамідів, надвисокомолекулярного поліетилену, пен-
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тапласту, поліфенілхімоксаміну або поліефірів, ма-
ють свої переваги – надійність і довговічність вузлів 
тертя, пожежобезпека, можливість захистити повер-
хні сталевих деталей, ефективна робота в широкому 

інтервалі температур (233  663 K ), тощо. 
Для випадків, коли процеси, які протікають у ви-

падково неоднорідних тілах, не є ергодичними або 
квазіергодичними, був розроблений підхід [8], за 
яким стохастичне поле концентрації шукається у 
вигляді ряду Неймана, оскільки таке подання випад-
кових полів є зручним для проведення процедури 
усереднення за ансамблем допустимих просторових 
реалізацій структури тіла [8]. При цьому природнім 
чином скорочувались доданки, які безпосередньо 
описують величину стрибка випадкової функції кон-
центрації на границях контакту.  

В даній роботі запропоновано інше представлен-
ня випадкового оператора збуреного рівняння дифу-
зії, що дало можливість явно врахувати величину 
стрибків шуканої функції та її похідної на міжфаз-
них границях. 

МАТЕРІАЛ І РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕННЯ. 
Нехай домішкові частинки мігрують у шарі товщи-

ною 0z , який складається з підшарів двох типів 

(фаз). При цьому розташування цих підшарів є неві-
домим. Одна з можливих реалізацій структури бага-
тошарового тіла, в якому дифундує домішкова речо-
вина, подана на рис. 1. Вважаємо, що дифузійні вла-

стивості фаз (області 0  і 1 ), з яких складене тіло, 

можуть суттєво відрізнятися. Приймаємо, що фази в 
тілі розташовані за рівномірним розподілом і 

об’ємна частка 1v  області 1  є набагато меншою за 

об’ємну частку 0v  області 0 , тобто 01 vv  . 

 
Рисунок 1 – Можлива реалізація структури тіла 

Концентрація домішкових частинок ),( tzc j  в 

області j  визначається з рівняння дифузії [9] 
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На границях поділу областей lzz   і 1ll hzz   

виконуються неідеальні контактні умови на функ-

цію концентрації [9]: 
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де jk  – коефіцієнт концентраційної залежності хі-

мічного потенціалу у фазі j  [8], lz  – випадкова ко-

ордината «верхньої» межі області 1i  (рис. 1), 1lh  – 

товщина підшару 1i . 

Умови контакту (3)-(4) можна подати у вигляді 
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де  
lzztzc ),( – стрибок функції ),( tzc  в точці lz . 

Зазначимо, що при такій постановці задачі ви-

падковими величинами є границі контакту lzz   та 

1ll hzz  , тобто межі областей 0  та 1 , які є 

внутрішніми для тіла. Це, в свою чергу, призводить 

до стохастичності поля концентрації домішкової 

речовини, яка мігрує в тілі. 

Рівняння масоперенесення для усього тіла. 
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Підставимо випадкову концентрацію домішок 

),( tzc  у вигляді (9) в рівняння балансу маси (за 

нехтування конвективної складової) 
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При цьому на границях контакту lzz   і z  1ll hz   

відбувається стрибок цих коефіцієнтів 
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01 dd  , 1,1 nl  . Також в рівнянні (11) враховано, що 

),( tzc  є неперервною функцією за часовою змінною, і 

що області неперервності коефіцієнта )(zd  і концент-

рації ),( tzc , а відповідно і її другої похідної, співпада-

ють.  
Інтегро-диференціальне рівняння, еквівалентне 

вихідній крайовій задачі. Введемо в розгляд випад-
кову функцію просторової координати («функцію 
структури») [10], яка задовольняє умову суцільності 
тіла: 
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Коефіцієнти рівняння (11) подамо через функцію 
(12): 
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і підставимо подання (13) в рівняння (11). Тоді от-
римаємо рівняння дифузії в операторному вигляді 
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У рівнянні (15) додамо і віднімемо детермінова-

ний оператор дифузії 22
000 ),( zdttzL  , 

коефіцієнти якого є характеристиками матеріалу 

фази 0 . Отже маємо 
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Вважаємо праву частину рівняння (16) джере-
лом. Тоді розв’язок задачі (16), (2) можна подати  
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де ),(0 tzc  – розв’язок однорідного рівняння з кра-

йовими умовами (2), наведений А.Ликовим: 
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де 0znyn  ;  ttzzG  ,,,  – функція Гріна задачі 

(16), (2), подана в праці А.Тихонова, А.Самарського 
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Таким чином ми побудували інтегро-диференці-
альне рівняння (18), еквівалентне вихідній контакт-
но-крайовій задачі. Рівняння (18) з випадковим яд-
ром є рівнянням Вольтерра ІІ-го роду за часовою 
змінною і Гаммерштейна за просторовою. 

РЯД НЕЙМАНА. Розв’язок інтегро-диференці-
ального рівняння (14) шукаємо у вигляді ряду Не-
ймана [10] методом послідовних наближень. 

За нульове наближення ),()0( tzc  вибираємо роз-

в’язок однорідної крайової задачі (15). Тоді отрима-
ємо наступні рекурентні співвідношення: 
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У побудованій послідовності функцій ,, )1()0( cc  

 ,, )(nc  загальний член можна подати так 
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де ),( tzRn  – різниця між n -м та )1( n -м членами 

послідовності, а саме 
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Побудованій послідовності ставимо у відповід-
ність такий ряд (ряд Неймана): 
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Теоремa 1. Якщо густини 0 , 1  і коефіцієнти 

дифузії 0d , 1d  є обмеженими і 00  , 00 d , то 

інтегральний ряд Неймана (23) є абсолютно і рів-
номірно збіжним. 

Д о в е д е н н я. Для того, щоб довести збіжність 
ряду (21), спочатку потрібно оцінити зверху член 

ряду  tzRn ,  (22). Для цього запишемо вирази 0cLs  
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Розглянемо останній подвійний інтеграл у виразі 

nR  (22):  
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Якщо ми проаналізуємо функцію G  (20), то ви-

явимо, що від змінної )(nz , за якою відбувається ін-
тегрування в (24), залежить лише останній множник 
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nzy , всі інші множники в G  можна винести 

за знак інтеграла по )(ndz . Враховуючи оцінку 
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Далі врахуємо такі обмеження та нерівності: 
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Використаємо відомі ряди [11] 
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В результаті після інтегрування ми отримаємо нас-

тупну оцінку nI  (25): 
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Оцінимо передостанній інтеграл у виразі (22) для 

nR  з урахуванням nI : 
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де G
~

 - непроінтегровані множники функції G : 
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У формулі (28) ми використали нерівність: якщо 

)1()(  nn tt , то 
)()()1( )( nnn attta Lee  

. Отже маємо 

    
  



)1()1(

0 0

)2()2()2(
1 ,)sin(,

~
)2(

0

nn
s

t z

n
m

nn
n tzLzytzGI

n

  

     )1()1()1(
12

0

*)1()1( 4
,

~ 



















 nn
d

n
d

nn dzdtbtan
z

c
tzG .  
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Тепер, якщо ми розглянемо перед-передостанній 

інтеграл в nR  (22) за аналогією отримаємо 
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Зауважимо, що оцінки для nI  (26) і 1nI  (29) 

мають однакову структуру, вірізняючись лише кое-

фіцієнтами (що пояснюється фігуруванням в nI  

функції 0c , тоді як в 1nI  наявні тільки функція 

Гріна G  та її частина G
~

). 

Структура підінтегрального виразу (32) для 

2nI  ідентична (27) для 1nI . Тому, використову-

ючи всі міркування для 1nI  та знайдені оцінки, 

для 2nI  можемо записати 
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Таким чином, покроково інтегруючи nR  (22) і 

оцінюючи вираз аналогічно до 1nI  ми отримаємо 

такий самий вираз, але з іншими коефіцієнтами. 
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данок в оцінці типу (33) у незмінному вигляді. 
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Зі співвідношення (34) можемо записати )(
2
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для довільного )( kn : 

 






























 d

k

kn
add

d

z

d
K 10

0

0
103

3
0

0

0)(
2 8 .  

Для останнього 1 nk  отримаємо 
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Встановимо закономірність для коефіцієнтів )(
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 , 

які визначаються рекурентно. Врахуємо, що 

1010 2  , тоді 

 










 

10
0

0
10

)2(
1

)2(
1 2

~
dd

d
KK nn   

 















 )(
2

32
0

2

1 KK
z

K .  

На наступному кроці маємо 
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У позначеннях  
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Тепер запишемо )(
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i
K  за позначень (35): 
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Обчислимо коефіцієнт на наступному кроці: 
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Тепер можемо записати для довільного кроку ко-

ефіцієнти при 1K  і 3K : 
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для 2K  маємо 
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На останньому кроці 1 nk  з формули (36) 

отримаємо вираз для коефіцієнта )1(
1K  у вигляді 
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і оцінку для nR  - загального члена ряду Неймана: 
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Оскільки за ознакою Даламбера мажорантний 

ряд з додатним загальним членом  
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2
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Теорема 1 доведена. 
Зауваження 1. На збіжність ряду Неймана (23) 

не впливають значення коефіцієнтів 0k  і 1k . 

Зауваження 2. При доведенні теореми ми не ви-
користовували умову про наявність характерної то-

вщини включень, тобто hhl  . Проте необхідно 

знати (як вхідний параметр задачі) кількість вклю-

чень 1n  або, що включень у тілі є обмежене число, 

яке, наприклад, не перевищує 1N :  11 Nn . 

Зауваження 3. Зі співвідношення (37) випливає, 
що при t  ряд Неймана є розбіжним для введе-

них достатньо слабких обмежень. 
Теорема 2. Функція (23) є розв’язком інтегроди-

ференціального рівняння (18). 
Д о в е д е н н я. Подіявши зліва оператором 
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що доводить Теорему 2. 
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Усереднення поля концентрації за ансамблем 
конфігурацій фаз. Для знаходження середнього поля 
концентрації домішки обмежимося першими двома 
членами ряду (23): 
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Усереднюємо вираз (38) за ансамблем конфігу-
рацій фаз з рівномірною функцією розподілу [12] у 

тілі. Враховуэмо, що ),(0 tzc  є невипадковою функ-

цією. Усереднення другого доданку виразу (38) на-
ведено в роботі [12].  

Для того, щоб знайти усереднення інших додан-
ків (38) візьмемо відповідні інтеграли від дельта 
функцій та їх похідних: 
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І як наслідок після усереднення виразу (25) для 
поля концентрації домішкових частинок отримаємо 
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Таким чином ми отримали формулу для знахо-

дження усередненого за ансамблем конфігурацій 

фаз поля концентрації домішкової речовини у ви-

падково неоднорідній багатошаровій смузі за рівно-

мірного розподілу фаз у тілі та явного врахування 

стрибків функції та її похідної на границях контак-

ту. Підставляючи у співвідношення (39) вирази для 

концентрації домішки в однорідному шарі (19) та 

функції Гріна (20), отримаємо розрахункову форму-

лу для усередненого поля концентрації: 
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Зазначимо, що за представлення оператора рівняння 
дифузії у вигляді (17) у порівнянні з відомим раніше 

[12] виникає додатковий доданок ),(2 tzI , який пропо-

рційний коейіцієнту dK . Цей коефіцієнт зале-жить від 
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комбінації коефіцієнтів дифузії і концентраційної зале-
жності хімічних потенціалів у різних фазах, які визна-
чають величину стрибків похідної і самої функції кон-
центрації на границях контакту. У свою чергу знак кое-

фіцієнта dK  визначає, що врахування ефектів міжфаз-

них границь призводить до збільшення або зменшення 
усередненої концентрації. 

Числовий аналіз усередненого поля концентрації. 
Числові розрахунки проводились в безрозмірних змін-

них 00 ztd , 0zz . На рис. 2 проілюс-тровано 

характерні розподіли усередненого за ансамблем кон-
фігурацій фаз поля концентрації домішкової речовини, 
обчисленого за формулою (40), в різні моменти часу. 

При цьому за базові приймались наступні значення 

коефіцієнтів 01 dd 0,01;  01 1,3; 1,00  zhh ; 

4,01 v ; 10 k ; 1,4. На рис. 2 наведені розподіли усе-

редненої концентрації в різні моменти безрозмірного 

часу  0,01; 0,025; 0,05; 0,2; 0,5 (криві 1-5) для від-

ношень коефіцієнтів дифузії 01 dd 10 (рис. 2а) і 

01 dd 50 (рис. 2b) за явного врахування стрибків 

шуканої функції та її похідної на границях контакту, 
які відміченні суцільними лініями, та за іншого пред-

ставлення оператора ),( tzLs  [12], які описують відпо-

відні штрихові лінії. 

 
 

 

Рисунок 2 – Розподіли усередненої концентрації в різні моменти безрозмірного часу  

для 01 dd 10 (рис. а) і 01 dd 50 (рис. b) 

Зазначимо, що за малої об’ємної частки включень 

1v  поведінка функції *),( cc   є однаковою для 

різних представлень оператора ),( tzLs , проте числові 

значення можуть суттєво відрізнятися. Найбільша 
відмінність між випадками з явним врахуванням 
стрибків шуканої функції та її похідної на границях 
контакту та без цього врахування спострігається, коли 
відношення коефіцієнтів переносу у включенні та 
матриці є меншим одиниці і для середніх часів. Тоді як 

для випадків 101 dd  відмінність між значеннями 

концентрації є досить малою, а саме спостерігається у 

3-4 значимій цифрі. Для великих значень 1v  

врахування стрибків, функції концентрації призводить 
і до якісних змін, особливо для «середніх» часових 

інтервалів. При цьому функція *),( cc   може 

втратити свою монотонність (крива 3, рис. 2b). Це 

пояснюється збільшенням числа границь контакту, і, 
відповідно, колькості стрибків функції концентрації 
домішки та її похідної. 

На рис. 3, 4 наведено розподіли функції 

),(2 I , яка є різницею між розв’язком (40) та от-

риманим раніше [17]. На рис. 3 проілюстровано по-

ведінку функції ),(2 I  (41) для різних значень 

коефіцієнта концентраційної залежності хімічного 

потенціалу 1k 1; 2; 5; 10; 50 (криві 1–5), коли 

01 dd 0,1 (рис. 3а) та 01 dd 10 (рис. 3b). 

На рис. 4 показаний вплив об’ємної частки 

включень 1v 0,01; 0,03; 0,05, 0,1; 0,15; 0,2 (криві 

1–6) на функцію ),(2 I  для 1k 50 (рис. 4а) і 

1k 0,5 (рис. 4b). 

 
 

Рисунок 3 – Розподіл ),(2 I  для різних значень 1k  коли 01 dd 0,1 (рис. а) та 01 dd 10 (рис. b) 

  

Рисунок 4 – Розподіл ),(2 I  для різних значень об’ємної частки включень для 1k 50 (рис. 4а) і 1k 0,5 (рис. 4b) 
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Зазначимо, що функція ),(2 I  має три екст-

ремуми, а саме - два локальні максимуми і один ло-

кальний мінімум для додатніх значень 2I . Тоді як 

для 02 I  наявні два локальні мінімуми і один 

локальний максимум. Для приведеного коефіцієнта 

дифузії, меншого одиниці, зміна коефіцієнта 1k  

практично не впливає на величину 2I  (рис. 3а). У 

випадку більших коефіцієнтів дифузії у включеннях 

зростання коефіцієнта 1k  веде до зростання функції 

),(2 I  на всьому проміжку (рис. 3б). 

Зауважимо, що збільшення відношення коефі-

цієнтів дифузії призводить до зростання значень 

функції ),(2 I  та зміни її знаку починаючи від 

1.1. Зі зростанням об’ємної частки включень на по-

рядок абсолютні значення доданку усередненого 

поля концентрації, який виникає за рахунок явного 

врахування стрибків на міжфазних границях, зрос-

тають в рази (рис. 4). 

ВИСНОВКИ. Побудована нова математична мо-

дель дифузії домішкових частинок у двофазних ви-

падково неоднорідних шаруватих тілах, в рамках якої 

запропоновано нове представлення оператора рівняння 

дифузії для всього тіла, яке явно враховує стрибки 

функції концентрації та її похідної на границях конта-

кту фаз. Побудовано інтегро-диференціальне рівняння, 

еквівалентне вихідній контактно-карайовій задачі, яке 

розв’язано шляхом ітерування. Розв’язок отриманий у 

вигляді інтегрального ряду Неймана. Сформульвані і 

доведені теореми існування розв’язку та абсолютної і 

рівномірної збіжності отриманого інтегрального ряду 

Неймана. Усереднення поля концентрації проведено за 

ансамблем конфігурацій фаз з рівномірною функцією 

розподілу включень. Показано, що розрахункова 

формула для усередненої концентрації за явного 

врахування її стрибків на міжфазних границях містить 

додатковий доданок, який для малих об’ємних часток 

включень не змінює поведінку функції 
conf

tzc ),( , 

проте може суттєво вплинути на її значення. Проведе-

ні числові експерименти виявили три екстремуми в 

поведінці нового доданку функції усередненої концен-

трації. Встановлено області значень параметрів задачі, 

за яких цей доданок є нехтовно малим. 
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MATHEMATICAL MODELLING OF ADMIXTURE CONCENTRATION DISTRIBUTION 

IN STOCHASTIC STRATIFIED BODIES UNDER NONIDEAL CONTACT CONDITIONS  

ON INTERPHASES MEASURES 
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Purpose. To investigate the processes of admixture diffusion in a two-phase stratified strip of randomly nonhomo-

geneous structure taking into account jump discontinuities of the function of concentration as well as its derivative on 

interphases. Methodology. We have applied mathematical modelling the diffusion processes in stochastic stratified 

bodies basing on the approach to mathematical description of mass transfer in randomly nonhomogeneous structures, in 

which sizes of nonhomogeneities can be commensurable with the body sizes. By this approach the random contact ini-

tial-boundary value problem of admixture mass transfer is reduced to the equivalent integro-differentual equation, and 

its solution is obtained in the form of Neumann series that gives the opportunity to perform of procedure of averaging 

the concentration field over the ensemble of phase configurations. Results. We have obtained the calculating formula 
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for the admixture concentration field averaged over the ensemble of phase configurations with the function of uniform 

distribution. We have shown that the calculating formula for concentration at explicit accounting its jump discontinui-

ties on interphases involves an additional term that does not change the behaviour of the concentration field under small 

volume fraction of inclusions but can greatly impact on its values. Numerical experiments have been carried out and we 

have established influence of the medium parameters on distributions of the concentration of admixture particles in sto-

chastic stratified bodies under non-ideal contact conditions. We have brought to light three extremes in behavior of new 

summand of the averaged concentration. We have established the domain of the problem parameters in which this term 

is negligibly small. Originality. For the first time, in modelling and simulation of physical processes in multiphase ran-

domly nonhomogeneous bodies we have proposed new presentation of the operator of diffusion equation for the whole 

body, which takes explicitly account of jump discontinuities of the sought function and its derivatives on random 

interfases. We have constructed new integro-differentual equation with random kernel that is equivalent to the original 

problem. This equation has been solved by the method of iterations and ts solution has been found in the form of Neu-

mann series. We have formulated and proved the theorems of both convergence of the obtained series and existence of 

the solution of the integro-differentual equation. The way to prove the first theorem is also new and original, basing on 

determining the regularities for the coefficients of majorizations provided recursively. Practical value. The results ob-

tained in the study give the opportunity to investigate quantitatively concentration of admixture migrationg in the two-

phase body with randomly disposed layered inclusions under uniform distribution of the phases with explicit accounting 

jumps of the concentration and its derivative on interphases that is observed in experiments. On the basis on the ob-

tained calculating formulae, the software has been created. The determined regularities can be used for creation of mate-

rials with desired properties, at many technological operations, including alloy homogenization, metallization and weld 

of materials, especially for optimization of work of composite materials in the conditions of aggressive external medi-

um, large external loads and temperatures that leads to changes in structure of multiphase materials, formation of seg-

ments of the additional immiscibility of interphase damage and degradation of the functional properties of the material. 

Key words: diffusion, randomly inhomogeneous stratified structure, nonideal contact condition, uniform distribu-

tion. 
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