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Исследован железобетонный элемент прямоугольного профиля, усиленный в растянутой зоне наращивани-

ем, с применением нелинейной деформационной модели с учетом нелинейных длительных процессов, проис-

ходящих в бетоне. Принятое нелинейное уравнение ползучести бетона при сжатии учитывает как нелинейность 

упруго мгновенных деформаций, так и нелинейность длительных деформаций. Для старого бетона, принимая 

меру ползучести разностного типа, интегральное нелинейное уравнение ползучести представлено в форме не-

линейного дифференциального уравнения первого порядка. В соответствии с традиционными гипотезами, при-

меняемые при расчете изгибаемых железобетонных элементов с учетом упруго пластической работы арматуры, 

решение задачи сведено к решению задачи Коши для нелинейной системы дифференциальных уравнений пер-

вого порядка. Построенная разрешающая система нелинейных дифференциальных уравнений решается числе-

но с привлечением метода Рунге-Кутта четвертого порядка. При этом численно легко учитывается увеличение 

во времени модуля упруго мгновенных деформаций и прочности бетона. С применением разработанной мето-

дики на основании численных экспериментов показана эффективность предложенного способа расчета. 
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РОЗРАХУНОК ЗАЛІЗОБЕТОННОГО ЕЛЕМЕНТУ З ОДНОСТОРОННІМ НАРОЩУВАННЯМ  

З ВРАХУВАННЯМ НЕЛІНІЙНОЇ ПОЛЗУЧОСТІ БЕТОНУ 

Асадов Ельчін Зираддин огли 
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вул. М. Мушвига, 501, м. Баку, 1073, Республіка Азербайджан. Е-mail: asadov_elchin@rambler.ru 

Досліджено залізобетонний елемент прямокутного профілю, посилений у розтягнутій зоні нарощуванням, із 

застосуванням нелінійної деформаційної моделі з урахуванням нелінійних тривалих процесів, що відбуваються 

у бетоні. Прийняте нелінійне рівняння повзучості бетону при стискуванні враховує як нелинійність пружно 

миттєвих деформаціий, так і нелінійність тривалих деформацій. Для старого бетону з урахуванням міри повзу-

чості різницевого типу, інтегральне нелінійне рівняння повзучості приведено у формі нелінійного диференцій-

ного рівняння першого порядку. З урахуванням традиційних гипотез, що застосовуються при розрахунку залі-

зобетоних елементів, що вигинаються, з приєднанням пружно пластичної роботи арматури, розв’язання задачі 

зведено до вирішення задачі Коші для нелінійної системи диференційних рівнянь першого порядку. Побудова-

на роздільна система нелінійних диференційних рівнянь вирішується чисельно із залученням методу Рунге–

Кута четвертого порядку. Так як задача вирішується чисельно, то легко враховується збільшення в часі модулю 

пружно миттєвих деформацій і міцності бетону. Із застосуванням розробленої методики на базі чисельних екс-

периментів показано ефективність запропонованої методики розрахунку. 

Ключові  слова: повзучість, бетон, арматура, відносна висота. 

 

АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Последнее время 

интенсивно развиваются методы расчета усиливае-

мых и реконструируемых конструкций [1, 2]. Это 

связано с тем, что бурное развитие технологий вы-

зывает необходимость реконструкции и усиления 

существующих зданий и сооружений. Традицион-

ные  методики расчета железобетонных конструк-

ций не пригодны для любого уровня нагружения. 

Поэтому в последние десятилетия интенсивно раз-

вивается нелинейная деформационная модель рас-

чета железобетонных конструкций [3–6] с примене-

нием реальных нелинейных диаграмм [7, 8]. Отли-

чительной особенностью обычных и усиленных 

железобетонных конструкций является то, что на 

формирование напряженно деформированного со-

стояния сильное влияние оказывает ползучесть бе-

тона [3, 7, 9, 11, 13]. При нелинейной ползучести 

построение аналитического решения не представля-

ется возможным. Поэтому при решении подобных 

задач применяются различные численные методы 

математического анализа [9, 10, 12]. Вышеизложен-

ное позволяет констатировать, что разработка эф-

фективной численной методики расчета усиливае-

мых изгибаемых элементов железобетонных конст-

рукций с учетом нелинейной ползучести бетона 

является актуальной задачей теории железобетон-

ных конструкций. 

Целью работы является разработка с примене-

нием нелинейной деформационной модели эффек-

тивной численной методики расчета усиленных 

односторонним наращиванием изгибаемого железо-

бетонного элемента прямоугольного профиля с уче-

том нелинейных длительных процессов, происхо-

дящих в бетоне, когда упруго мгновенное деформи-

рование бетона также нелинейно. 

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ. 

Рассмотрим железобетонный элемент, прямоуголь-

ного профиля, усиленный в растянутой зоне 

односторонним наращиванием [1, 2] (рис. 1). 
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Рисунок 1 – Расчетная схема железобетонного элемента с односторонним наращиванием 

 

Уравнение ползучести бетона при сжатии, учи-

тывающее нелинейность как мгновенного, так и 

длительного деформирования, было предложено 

известным специалистом по нелинейной теории 

деформирования бетона В.М. Бондаренко [3–6] и 

аналитическая зависисмость этой теории имеет вид: 
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Для достаточно зрелого бетона меру ползучести 

можно принимать в виде [7, 8, 9, 11, 13]: 

 

                  
      teCtC 1, 0

                (2) 

 

 

Так как для зрелого бетона можно пренебречь 

увеличением во времени модуля упругости и 

прочностью, т.е. принимая Eb(τ)=Eb=const и Rb(τ)= 

Rb=const, интегральное уравнение нелинейно-

наследственной ползучести бетона (1) удается 

представить в следующей дифференциальной форме:  
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Данное дифференциальное уравнение должно удов-

летворять следующему начальному условию 
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С применением деформационной модели [7, 8], 

принимая для арматурных стержней двухлинейную 

диаграмму деформирования, для напряжений в ар-

матурных стержнях имеем выражения: 
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Тогда для нормальной силы и изгибающего мо-

мента в арматурных стержнях имеем 

 

              sdsdsssssdsstots AtAtAttNtNtNtN  ,
; 

               sdsdsdsdssssdsstots aahAtahAttMtMtMtM   0,
   . 
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Вводя параметр полноты эпюры напряжений [4, 5] 

для главного вектора и главного момента сжимающих 

напряжений в бетоне, можно записать: 
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Тогда уравнения равновесия для рассматривае-

мого комплексного сечения примет вид: 
 

    0,  tNtN totsb
;  

      tMtMtM totsb  ,
               (7) 

 

Так как основное уравнение  нелинейной ползу-

чести дифференциальное, уравнение первого поряд-

ка продифференцируем, полученные выше зависи-

мости присоединим к дифференциальному уравне-

нию ползучести. Тогда получим:  
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    1615 AtAt bb    .    (8) 

 

Здесь введены обозначения: 
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Так как полученная нелинейная система диффе-

ренциальных  уравнений линейна относительно 

производных, она легко приводится к нормальной 

форме [10,12]: 
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(10) 

 

Здесь введены обозначения 

 

sdss AAAAAAB  5311 ;    

sdss AAAAAAB  6422 ; 

   sdsdsdss aahAAahAAB  5013 ;  

1515 ABB  ;  1616 ABB  ; 

   sdsdsdss aahAAahAAB  6024

 1537 ABB  ;    1638 ABB  ; 

11799 AAAB  ;    11810 AAB  ;  

1471211 AAAB  ;   14812 AAB  ; 

9513 BBB  ;     10214 ABB  ;      

61015 BBB  ;      11716 BBB  ; 
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Более сокрашенно данную систему можно пред-

ставить в виде 

                            tXFX ,                   (12) 
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В начальный момент времени при 0tt   

решение строится по алгоритму, предложенному 

М.А. Гаджиевым [7]. Принимая шаг решения t  

для определения решения при tttt  01 , 

нужно вычислить следующие четыре вектора 

коэффициентов [10, 12]: 
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       ttKXFtK  0304 , . 

При этом в очередном шаге решение 

вычисляется по зависимости [10, 12]: 
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KKKKXX  . (14) 

После чего принимая 
10 tt   и    XX 0

 реше-

ние продолжается. 
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Программа составлена на алгоритмическом язы-

ке Turbopascal ABC. С применением этой програм-

мы рассмотрен численный пример. 

Пример. Рассмотрим железобетонный элемент, 

усиленный в растянутой зоне нарашиванием при 

следующих данных:   МПаtRb 170  ;  

  МПаtEb 325000  ; 3,11  ; 3,4m1  ; 2,12  ; 

0,41 m ; смb 40 ; смh 60 ; смaaa sdss 5 ; 

смhd 20 ; МПаRRR sdss 350 ; армирование в 

сжатой зоне  164400A  ; 
204,8 смAs  ; в растя-

нутой зоне 324400A  ;  
217,32 смAs  ; в нара-

шиваемой зоне 254400A  ; 
263,19 смAsd  ; 

103,0  суток ; 
кН

м
C

2

0 0000000975,0 ; 

575,0E ; 1072,0  сутокE ; 585,0R ; 

1076,0  сутокE ; мкНM  45,507 ; 

сутокt 280  .  

На основании проведенных вычислений на ниже-

приведенных графиках (рис. 2, 3) представлены из-

менения некоторых параметров напряженно дефор-

мированного состояния по истечении времени. 
 

 
Рисунок 2 – График изменения относительной 

высоты сжатия сечения ξ в зависимости от времени 
 суткиt  

 

 
 

Рисунок 3 – График изменения напряжения 









2м

кН
sd в арматуре нарашиваемой части 

от времени  суткиt  

ВЫВОДЫ. В заключение отметим, что разрабо-

тана эффективная численная методика расчета уси-

ленных с одностронним наршиванием железобетон-

ных элементов прямоугольного профиля по нор-

мальным сечениям с учетом нелинейно наследст-

венной ползучести бетона, которое позволяет про-

следить механизм перераспределения внутренных 

напрежений. 
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CALCULATION OF THE REINFORCED ELEMENTS IN ONE-SIDED EXPANSION  

BY USING NONLINEAR CONCRETE CREEP EXTENTION 
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Purpose. The article investigates a reinforced concrete element of a rectangular profile, hardened in the stretched 

zone by upbuilding, using a nonlinear deformation model taking into account nonlinear sustained processes occurring in 

concrete. The adopted nonlinear equation for concrete under compression takes into account both the nonlinearity of the 

hardened instantaneous deformations and the nonlinearity of the long term deformations. For the old concrete, taking 

the measure of difference type creep, the integral nonlinear creep equation has been represented in the form of a first 

order nonlinear differential equation.  Accepting the traditional hypotheses used in the calculation of bent reinforced 

concrete elements, taking into account the elastically plastic operation of the reinforcement, the solution of the problem 

has been reduced to solving the Cauchy problem for a nonlinear system of first-order differential equations. Further, the 

built resolving system of nonlinear differential equations has been solved numerically with the use of fourth-order 

Runge-Kutta method.  Since the problem is solved numerically, the increase in the unit of time is easily accounted for 

elastically instantaneous deformation and strength of concrete. Using the developed method on the basis of numerical 

experiments it has been demonstrated the efficiency of the proposed calculation procedure. 

Key words: creep, concrete, reinforcement, relative height. 
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