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Постановка проблемы. В практике статистического анализа эмпирических данных часто 
приходится работать с малыми выборками, когда количество значений в выборке n ≤ 30. Предметная 
область применения малых выборок достаточно широка: это и вопросы управления предприятием в случае 
мелкосерийного производства [1], и испытания электронной аппаратуры в разнообразных режимах [2]. 
Аналогичные примеры можно привести и в других отраслях знаний. Особенности использования малых 
выборок возникают не столько при организации испытаний, сколько при анализе полученных результатов. 

Например, при выборе аналитической модели закона распределения времени наработки между 
отказами устройств терминальной сети [3] из 284 обработанных выборок 38% составили малые выборки.

При обработке малых выборок задача нахождения функции распределения случайной величины 
(СВ) и ее параметров принимает проблематичный характер, т.к. невозможно найти закон распределения 
традиционным способом, поскольку формально невозможно построить гистограмму распределения. 
Применение нормализирующих преобразований в данном случае частично решает проблему, т.к. дает 
возможность если не найти закон распределения СВ, то сделать выводы о параметрах распределения этой 
СВ, например, определить доверительные интервалы для точечной оценки математического ожидания и 
среднеквадратического отклонения СВ.

Анализ последних исследований и публикаций. Понятие «малая выборка» не имеет универсального 
определения. Если рассматривать один из основных вопросов математической статистики — какова 
должна быть минимально необходимая информация для получения требуемой достоверности при 
отсутствии каких-либо ограничений по точности конечного результата статистического анализа — то ответ 
на поставленный вопрос дал Р. Фишер в своей работе [4]. Минимальный объем выборки не может быть 
меньше 4 значений, иначе неизбежно возникает систематическая ошибка — смещение — наличие которой 
является первым признаком отсутствия достаточности статистики [5].

Теория малых выборок была разработана английским статистиком В. Госсетом (Стьюдентом), 
который построил специальное распределение, позволившее и при малых выборках соотносить СВ и 
доверительную вероятность. При n > 100 таблицы распределения Стьюдента дают те же результаты, что и 
таблицы интеграла вероятностей Лапласа, при 30 ≤ n ≤ 100 различия незначительны. Поэтому практически 
к малым выборкам относят выборки объемом менее 30 значений [6]. Исследования, касающиеся малых 
выборок, связаны с именами А.Н. Колмогорова, Дж. Неймана и А. Вальда.

На сегодняшний день для оценки времени наработки между отказами устройств терминальной сети, 
как это принято в теории надежности, в качестве аналитической модели применяется экспоненциальный 
закон распределения СВ, однако, как это было показано в [3], эта модель не является адекватной 
эмпирическому распределению. Поэтому необходимо выполнить нормализацию эмпирических данных. 
К тому же, существует проблема — оценка доверительных интервалов математического ожидания и 
среднеквадратического отклонения, решение которой также потребует нормализации исходных данных.

Для нормализации эмпирических данных на сегодняшний день наиболее часто используются 
преобразования Джонсона, Бокса-Кокса и различные его модификации, например, Менли, Иео-Джонсона 
[7]. Преобразование Бокса-Кокса не всегда позволяет нормализировать эмпирические данные, особенно с 
бимодальным и U-образным законами распределения СВ в силу того, что оно является однопараметрическим. 
Кроме того, определенным минусом преобразования Бокса-Кокса является отсутствие единой методики 
определения параметров распределения. В таком случае лучше использовать четырехпараметрическое 
преобразование Джонсона, для которого существует единая методика определения параметров 
распределения. Для малой выборки был предложен непараметрический подход нахождения неизвестных 
параметров распределения.

Выбор конкретного нормализирующего преобразования необходимо выполнять в зависимости от 
обрабатываемых эмпирических данных. Для времени наработки между отказами устройств терминальной 
сети этот вопрос не исследовался.

Целью данной статьи является выбор нормализирующего преобразования для оценки времени 
наработки между отказами устройств терминальной сети в случае малой выборки (n ≤ 30).

Изложение основного материала. Преобразование Джонсона в общем случае имеет вид [8]:
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( , , ); ; 0; ; 0,z q xγ h φ λ γ h φ λ= + −∞ < < ∞ > −∞ < < ∞ > (1) 

где q — нелинейная функция; γ, η, φ, λ — параметры распределения, причем γ и η — параметры формы, 
φ — параметр смещения, λ — параметр масштаба; x — СВ, которая нормализируется; z — нормированная 
нормально распределенная СВ. 

Семейству функций q1 соответствует логарифмически нормальное распределение SL Джонсона, 
семейству функций q2 соответствует семейство распределений SB Джонсона, семейству функций q3 
соответствует семейство распределений SU Джонсона:
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Конкретное семейство распределений Джонсона выбирается исходя из значений квадрата 

асимметрии A2 и эксцесса ε исходной выборки [9]. Для анализируемых эмпирических данных о времени 
наработки между отказами устройств терминальной сети, как было показано в [3], таким семейством 
является семейство распределений SB Джонсона.

В случае малой выборки значения неизвестных параметров распределения можно найти с помощью 
непараметрического метода решения задачи математического программирования, описанного в [7]:
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нормализированной выборки, n — количество значений в выборке.
Преобразование Бокса-Кокса имеет вид:

z = x ( m ) = m
x m- 1 ,при m ! 0

ln(x),при m = 0
* , (4) 

где z — нормированная нормально распределенная СВ, x — СВ, которая нормализируется, 
λ — параметр распределения. 

Значение неизвестного параметра λ можно определить двумя путями [7]:
 – по максимуму логарифма функции правдоподобия:
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 – в результате решения следующей задачи математического программирования:

tm = argmin
l

Az
2 + (fz - 3) 2

" ,. (6) 

В качестве исходных эмпирических данных были рассмотрены 150 выборок из 2509 случаев отказа 
в обслуживании 231 устройства терминальной сети за период 36 месяцев, в которых количество значений 
в выборке 10 ≤ n ≤ 30. Данные группировались по тем же признакам, что и для анализа, проведенного в [3]. 
Статистические параметры типичных выборок приведены в табл. 1.
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Таблица 1
Статистические параметры выборок эмпирических данных

Параметр Выборка 1 Выборка 2
Количество значений 27 20
Выборочное среднее 35059 282011
Дисперсия 2,08·109 5,67·1010

Среднеквадратическое отклонение 45624 238075
Асимметрия 1,67 0,21
Эксцесс 5,40 1,52

Как видно из приведенных данных, выборки не являются нормальными, и их можно нормализировать 
с помощью описанных выше преобразований.

Нормализация с помощью преобразования Джонсона. Исходя из значений квадрата асимметрии A2 и 
эксцесса ε исходных выборок, было выбрано семейство распределений SB Джонсона. В результате решения 
задачи (3) были найдены следующие параметры:

 – для выборки 1: γ = 1,1121; η = 0,3997; φ = 436,1284; λ = 193195;
 – для выборки 2: γ = 0,2844; η =0,3531; φ = 0,0001; λ = 691797.

Нормализация СВ x выполнена по преобразованиям (1), (2).
Нормализация с помощью преобразования Бокса-Кокса (вариант 1). В результате решения задачи (5) 

было найдено значение параметра λ:
 – для выборки 1: λ = 0,5084;
 – для выборки 2: λ = 0,1373.

Нормализация СВ x выполнена по преобразованию (4).
Нормализация с помощью преобразования Бокса-Кокса (вариант 2). В результате решения задачи (6) 

было найдено значение параметра λ:
 – для выборки 1: λ = 0,5368;
 – для выборки 2: λ = 0,1352.

Нормализация СВ x выполнена по преобразованию (4).
Сводные результаты нормализации приведенных выборок эмпирических данных представлены в 

табл. 2. 
Проверка соответствия преобразованных выборок нормальному распределению выполнена с 

помощью критерия согласия Колмогорова-Смирнова [10]. Применяют несколько различных вариантов 
расчета соответствующих статистик, однако, если параметры закона распределения СВ заранее неизвестны, 
а оцениваются по данным выборки, то указанный критерий согласия может быть использован для проверки 
соответствия только некоторым законам распределения СВ. В частности, для проверки соответствия 
преобразованных данных нормальному распределению, использовались следующие формулы для 
вычисления статистики Колмогорова [11]:
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Статистика Смирнова была вычислена по следующим формулам, приведенным в [12]:
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Критические значения статистики Колмогорова λαкр
 и статистики Смирнова W2

αкр
 для уровня 

значимости α = 0,05 можно взять из [11, 12, 13].
Значения соответствующих статистик нормализированных выборок и их критические значения 

приведены в табл. 2. 
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Таблица 2
Результаты нормализации выборок эмпирических данных

Параметр Преобразование Джонсона Преобразование Бокса-Кокса
Выборка 1 Выборка 2 Выборка 1 Выборка 2 Выборка 1 Выборка 2

Формулы преобразования (1), (2), (3) (4), (5) (4), (6)
Значение целевой функции 
преобразования 6,36·10-6 2,65·10-3 -2,66·102 -2,42·102 8,01·10-2 7,14·10-2

Математическое ожидание -2,03·10-3 -5,00·10-8 316,6412 29,9601 406,1322 29,4796
Дисперсия 0,9987 1,0000 62213 64,6703 111406 61,7401
Среднеквадратическое  
отклонение 0,9994 1,0000 249,4253 8,0418 333,7752 7,8575

Асимметрия 5,59·10-4 -2,73·10-2 0,7727 -0,7937 0,8231 -0,8002
Эксцесс 3,0005 3,0436 2,5339 2,7096 2,6490 2,7290
Статистика Колмогорова 0,6747 0,8047 0,9325 1,0992 1,0435 1,0725
Критическое значение 
статистики Колмогорова 0,8950 0,8950 0,8950 0,8950 0,8950 0,8950

Статистика Смирнова 0,0498 0,0917 0,1324 0,1890 0,1984 0,1902
Критическое значение 
статистики Смирнова 0,1260 0,1260 0,1260 0,1260 0,1260 0,1260

Исходя из полученных значений статистик, с доверительной вероятностью 0,95 гипотеза 
о соответствии преобразованных выборок нормальному распределению принимается в случае 
преобразования Джонсона и отвергается в случае преобразования Бокса-Кокса. По данным, приведенным 
в табл. 2, можно сделать вывод, что преобразование Джонсона, выполненное с помощью формул (1) — (3), 
дает результат, наиболее близкий к нормальному распределению СВ.

Выводы. Получила дальнейшее развитие модель распределения времени наработки между отказами 
устройств терминальной сети на основе нормализирующего преобразования Джонсона.

Для выполнения расчетов было разработано соответствующее программное обеспечение на 
языке программирования Java. На основании проведенных расчетов показано, что нормализирующее 
преобразование Джонсона дает лучший результат, чем нормализирующее преобразование Бокса-Кокса.

В дальнейшем планируется использование полученных результатов для оценки доверительных 
интервалов математического ожидания и среднеквадратического отклонения времени наработки между 
отказами устройств терминальной сети.
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