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МОДЕЛЮВАННЯ ДИФУЗІЙНИХ ПРОЦЕСІВ В НЕОДНОРІДНИХ СЕРЕДОВИЩАХ З 

М’ЯКИМИ МЕЖАМИ МЕТОДОМ ГІБРИДНОГО ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 
ЕЙЛЕРА-ЕЙЛЕРА-ФУР’Є 

 
 Постановка проблеми та аналіз публікацій по темі дослідження. Процеси дифузії, які 
постійно відбуваються в навколишньому середовищі, привертали до себе увагу протягом усієї історії 
розвитку суспільства. Але серйозні дослідження почалися з найпростішої моделі дифузійного процесу – 
диференціального рівняння дифузії (теплопровідності) параболічного типу [1]: 
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з відповідними початковими та крайовими умовами. Потреби практики призводили до різного 
узагальнення даного рівняння. Слід відмітити появу в другій половині XX-го століття «Узагальненої 
термомеханіки», породженої гіперболічним рівняння теплопровідності [2]. Розроблялися різні 
аналітичні, числові та аналітично-числові методи знаходження розв’язку.  
 Особливу увагу заслуговує розроблений в другій половині XX-го століття метод кусково-сталих 
фізико-технічних характеристик для вивчення технічного стану композитних матеріалів. Це привело 
навіть у випадку жорсткості межі області до диференціального рівняння з сингулярними коефіцієнтами 
типу дельта-функцій та її похідних [3]. Інтегральне зображення точного аналітичного розв’язку задачі в 
цьому випадку одержати неможливо. Цих труднощів можна уникнути, якщо здійснити моделювання 
дифузійного процесу методом гібридних диференціальних операторів. При цьому межа середовища 
може бути м’яка по відношенню до відбиття хвиль. 
 Мета статті. Дана робота присвячена моделюванню нестаціонарних дифузійних процесів 
методом гібридного диференціального оператора Ейлера-Ейлера-Фурье на трискладовому сегменті в 
припущенні, що межа середовища м’яка по відношенню до відбиття хвиль. 
 Основна частина. Побудуємо обмежений в області D2 = {(t, r): t  (0, ), r  I2 = (R0, R1)   (R1, 
R2)   (R2, R3); R0  0, R3 < } розв’язок сепаратної системи диференціальних рівнянь дифузії 
параболічного типу 
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  = f3(t, r), r  (R2, R3)  

за початковими умовами 
  uj(t, r)|t = 0 = gj(r), r  (Rj – 1, Rj), j = 1, 2, 3,   (2) 
крайовими умовами 
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 У рівностях (1) – (4) беруть участь диференціальні оператори Фур’є 2
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, j = 1, 2; m = 1, 2; k = 0, 1, 2 , 3. (5) 
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 Припускаємо, що виконані умови на коефіцієнти: aj > 0; 2 + 1 > 0; 00
11  , 00

11  , | 0
11 | + 

| 0
11 |  0,  0k
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jm , j, m, k = 1, 2;  с11, j с21, k > 0, cj1, k = k

j
k
j

k
j

k
j 2112   , 

cj2, k = k
j

k
j

k
j

k
j 2112    = 0, 2 1 1 2 1 2 2 1
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j j j j j j j j        . 

 Нехай шукані функції є оригіналами за Лапласом стосовно змінної t. У зображенні за Лапласом 
отримуємо крайову задачу: побудувати обмежений на множині I2 розв’язок сепаратної системи 
диференціальних рівнянь Ейлера та Фур’є для модифікованих функцій 
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та умовами спряження 
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 У рівностях (6) – (8) беруть участь функції: 
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1 2 1/2Re Re[( ) ]j j jq a p   , p =  + is, i2 = –1. 

 Фундаментальну систему розв’язків для диференціального рівняння Фур’є (d2/dr2 – q2)v = 0 
складають функції ch qr та sh qr; фундаментальну систему розв’язків для диференціального рівняння 
Ейлера ( 2

1
*

1
qB  )v = 0 та ( 2

2
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2
qB  )v = 0 складають функції v1 = 1 1qr   , v2 = 11 qr  , v3 = 2 2qr   , v4 = 

22 qr  . 
 Наявність фундаментальної системи розв’язків дозволяє побудувати розв’язок крайової задачі 
(6) – (8) методом функцій Коші: 
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 У рівностях (9) беруть участь функції Коші *( , , )jE p r   [4, 6]: 
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У рівностях (10) – (12) прийняті позначення:  
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Крайові умови (7) та умови спряження (8) для визначення величин jA , jB  )1,3=( j  дають 
неоднорідну алгебраїчну систему:  
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У системі (13) беруть участь функції: 
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Припустимо, що виконана умова однозначної розв'язності крайової задачі (6) – (8): для isp =  

із 0>=Re p , де 0  – абсциса збіжності інтеграла Лапласа, та ),(=Im sp  визначник 
алгебраїчної системи (13)  
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 pBRRqpBRRq  , () = (1, 2). (14) 

Якщо визначити  головні розв’язки крайової задачі (6) – (8): 
1) породжені крайовою умовою в точці r = R0 функції Гріна 
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2) породжені крайовою умовою в точці r = R3 функції Гріна:  
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3) породжені неоднорідністю умов спряження функції Гріна 
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4) породжені неоднорідністю системи (6) функції впливу  
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У результаті однозначної розв'язності алгебраїчної системи (13) й підстановки одержаних значень 

jA  та jB  (j = 1, 2, 3) у формули (9) та низки елементарних перетворень одержимо єдиний розв’язок 
крайової задачі (6) – (8):  
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Повертаючись у формулах (17) до оригіналу, одержуємо єдиний розв'язок задачі дифузії (6) – (8):  
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Тут +() – дельта-функція, зосереджена в точці   = 0. 
 Висновок. Вектор-функція u(t, r) = {u1(t, r); u2(t, r); u3(t, r)} визначає інтегральне зображення 
єдиного аналітичного точного розв’язку задачі моделювання дифузійних процесів в неоднорідному 
середовищі з м’якими межами  методом ГДО на сегменті полярної осі.  
 
 ЛІТЕРАТУРА 

1. Тихонов А.Н. Уравнения математической физики / А.Н. Тихонов, А.А. Самарский. – М.: Наука, 
1972. – 735 с. 

2. Подстригач Я.С. Обобщенная термомеханика / Я.С. Подстригач, Ю.М. Коляно. – К.: Наук. 
думка, 1976. – 310 с. 

3. Коляно Ю.М. Методы теплопроводности и термоупругости неоднородного тела / Ю.М. Коляно. 
– К.: Наук. думка, 1992. – 280 с. 

4. Степанов В.В. Курс дифференциальных уравнений / В.В. Степанов. – М.: Физматгиз, 1959. – 468 
с. 

5. Лаврентьев М.А.  Методы теории функций комплексного переменного / М.А. Лаврентьев,  
Б.В. Шабат.  – М.: Наука, 1987. – 688 с. 

6. Курош А.Г. Курс высшей алгебры / А.Г. Курош. – М.: Наука, 1971. – 432 с. 
7. Шилов Г.Е. Математический анализ. Второй специальный курс / Г.Е. Шилов. – М.: Наука, 1965. 

– 328 с. 
 
БЛАЖЕВСЬКИЙ Степан Георгійович  – к.ф.-м.н., доцент кафедри диференціальних рівнянь 

Чернівецького національного університету імені Юрія Федьковича. 
 Наукові інтереси: 

– математична фізика, математичне моделювання. 
 
 



ВЕСТНИК ХНТУ № 2(47), 2013 г. 

 62 

Если при постановке задачи основным является наличие внутренней связи в объекте, 
вызывающей изменение информации при изменении состояния объекта, то гипотеза (2) меняется на 
уравнение органического роста, и мы получаем меру Хартли 

 

.ln1, PIP
dI
dP


   

 

 
Однако при использовании меры Хартли наиболее информативным оказывается маловероятное 

событие, что в рассматриваемом случае равносильно наибольшему доверию к явно ложной информации. 
Выводы: 

1. В задачах сбора информации от множества несвязанных, малоинформированных источников 
нормой информации является доверительный интервал,соответствующий вероятности события. 

2. Метрика определяется как доверительный интервал, соответствующий условной вероятности 
события по отношению к гипотезе. 

3. Оценка источника сообщений производится с использованием энтропийной  оценки, в смысле 
математического ожидания нормы и метрики. 

4. Гипотеза о первичности информации позволяет адекватно задаче определять норму и метрику 
информационного пространства. 
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