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Рассматриваются свойства булевых функций, моделирующих топологии на конечном множестве: 

слабоотрицательность, слабоположительность, биюнктивность. Предлагается алгоритм построения 2-
КНФ булевой функции по ее таблице истинности. Доказывается теорема о виде 2-КНФ булевых функций, 
задающих близкие к дискретной топологии на конечном множестве. 
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Розглядаються властивості булевих функцій, що моделюють топології на скінченій множині: 
слабовід’ємність, слабододатність, біюнктивність. Пропонується алгоритм побудови 2-КНФ булевої 
функції за її таблицею істинності. Доводиться теорема про вигляд 2-КНФ булевих функцій, що задають 
близькі до дискретної топології на скінченій множині. 
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2-CONJUNCTIVE NORMAL FORM OF THE BOOLEAN FUNCTIONS,  
WHICH DEFINE THE TOPOLOGIES ON THE FINITE SET 

 
One considers such properties of the Boolean functions, which modeling the topologies on the finite set as 

the weak negativeness, the weak positiveness and the bijunctiveness. An algorithm of the construction of the 2-
conjunctive normal form of the Boolean function with the help of its truth table has been proposed. The theorem, 
connected with the form of the 2-conjunctive normal form of the Boolean functions, which define the topologies, 
which are close to the discrete topology on the finite set, has been proved. 

Keywords: Boolean functions, essential and nonessential variables, 2-conjunctive normal form of the 
Boolean function, topologies on the finite set. 

 
Постановка задачи 

Задача перечисления и подсчета числа топологий на конечном множестве сформулирована давно, 
но до сих пор не решена. Интерес к этой задаче сохраняется и в настоящее время, о чем свидетельствуют 
многочисленные публикации по этой теме. 

Анализ последних исследований и публикаций 
В работе [4] было показано, что задача подсчета всех транзитивных графов с p  вершинами есть в 

точности задача о подсчете всех топологий на p -элементном множестве. Использование ориентированных 
графов для моделирования топологий на конечных множествах оказалось эффективным и привело к 
получению ряда важных результатов. В работах [3,5,6] были подсчитаны все топологии на n -элементном 
множестве в k -классах при 122 ≤≤ k  и 0T -топологии в k -классах при 64 +≤≤+ nkn , уточнены 

полученные ранее результаты, подсчитаны все топологии в k -классах с 426 −⋅≥ nk  элементами при 4≥n . 
Рассматривался вопрос о наименьшей возможной мощности множества, на котором можно реализовать 
топологию с фиксированным числом элементов. 
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Формулирование цели исследования 

Описать топологии на конечных множествах булевыми функциями специального вида. Решить 
задачу нахождения вида 2-КНФ булевых функций, моделирующих топологии на n -элементном множестве, 

в которых число элементов больше 12 −n . 
Изложение основного материала исследования 

1 Описание топологий на конечном множестве булевыми функциями 
Определение 1. Булева функция ( )nxxxf ,, 21 , 1≥n  называется биюнктивной, если 1≡f  или 

существует представление f  в виде 2-КНФ  
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где 0,0 21 ≥≥ tt , { }1,0,, 21 ∈iii ββα , ii xx =0 , ii xx =1  [1]. 
Пример 1. Булева функция ( ) ( )( )3231321 ,, xxxxxxxf ∨∨=  является биюнктивной. 
Определение 2. Вектор ( ) nn V∈= ααα ,,1   назовем выполняющим функции ( )nxxxf ,, 21 , 

если ( ) 1,,1 =nf αα  . Множество всех выполняющих векторов функции f  называется её областью 

истинности и обозначается fE . 
В работе [2] вводятся понятия слабоположительной и слабоотрицательной булевых функций и 

формулируются следующие критерии: 
Свойство 1 (критерий слабой положительности). Функция ( ) 0,, 21 ≠nxxxf   является 

слабоположительной, если и только если для любых двух выполняющих векторов { } fE⊆βα ,  этой 
функции справедливо свойство 

( ) fE∈∨ βα . 

Свойство 2 (критерий слабой отрицательности). Функция ( ) 0,, 21 ≠nxxxf   является 
слабоотрицательной, если и только если для любых двух выполняющих векторов { } fE⊆βα ,  этой 
функции справедливо свойство 

( ) fE∈∧ βα . 
Для классов биюнктивных (Bi), слабоположительных (WP) и слабоотрицательных (WN) булевых 

функций имеет место равенство [2] 
WNWPBiWNWP  = .    (1) 

Свойство 3. Каждая булева функция из WNWPBi   является 0-выполнимой и 1-выполнимой, 
то есть ( ) 10,...,0,0 =f  и ( ) 11,...,1,1 =f . 

Доказательство. Каждая булева функция из WNWPBi   имеет 2-КНФ, все дизъюнкции 
которой имеют вид ji xx ∨ . Поэтому каждая такая дизъюнкция на наборах ( )0,...,0,0  и ( )1,...,1,1  равна 1, а 
значит и 2-КНФ равна 1.  

Определение 3. Топологией на конечном множестве X  называется такой набор τ  его 
подмножеств, в который включается ∅  и все X , а также вместе с любой парой элементов набора в него 
включается их объединение и пересечение. 

Каждому булевому вектору ( )nααα ,...,, 21  из области истинности булевой функции 
( )nxxxf ,...,, 21  поставим в соответствие подмножество n -элементного упорядоченного множества 

( )nxxxX ,...,, 21= , содержащее элемент ix , если 1=iα , и не содержащее элемент ix , если 0=iα  и 
рассмотрим совокупность всех таких подмножеств для заданной булевой функции. Из этого соответствия, 
определения топологии, равенства (1), критериев слабоположительной и слабоотрицательной функций 
следует 

Теорема 1. Совокупность подмножеств n -элементного упорядоченного множества 
( )nxxxX ,...,, 21=  образует топологию на данном множестве тогда и только тогда, когда соответствующая 

этому набору булева функция ( )nxxxf ,...,, 21  принадлежит WNWPBi  . 
В этом случае о самой булевой функции будем говорить, что она задает топологию.  
Следствие. Булева функция ( )nxxxf ,...,, 21 , задающая топологию на n -элементном множестве, 

имеет 2-КНФ вида 
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2 Алгоритм построения 2-КНФ булевой функции, задающей топологию на конечном 
множестве 

Вход: булева функция, заданная таблицей истинности.  
Выход: 2-КНФ заданной функции. 
Метод.  
1. Выделяем наборы, на которых булева функция принимает значение 0. 
2. В первом наборе фиксируем ji xx ≠  и составляем дизъюнкции ( )ji xx ∨  и ( )ji xx ∨ .  
3. Выбираем ту из них, которая равна нулю.  
4. Если для выбранной дизъюнкции не существует набора ( )nji xxxx ,,,,,1  , на котором 

заданная функция равна 1, записываем её в 2-КНФ и переходим к следующему набору. В противном случае 
переходим к шагу 2 для других переменных lk xx ≠  из этого же набора. 

5. Процесс заканчивается после перебора переменных из последнего набора, на котором 
функция равна 0. 

3 Вид 2-КНФ булевых функций, задающих близкие к дискретной топологии на конечном 
множестве 

Пусть на конечном множестве X  задана топология τ . Семейство τ  конечно и для числа элементов 
в нем (открытых множеств) будем использовать символ τ . Будем говорить, что топология τ , заданная на 

−n элементном множестве, является близкой к дискретной, если 12 −> nτ .  

Определение 4. Минимальной окрестностью aM  элемента Xa∈  в топологии τ  на X  
называется пересечение всех окрестностей этого элемента.  

Поскольку семейство τ  конечно, то для любого элемента a  топологического пространства X  
существует минимальная окрестность aM  и только одна. 

Определение 5. Индексом элемента Xa∈  относительно топологии τ  назовем число ( )aindτ , 
равное количеству отличных от a  элементов в его минимальной окрестности aM . 

Пример 2. Пусть на множестве { }dcbaX ,,,=  задана топология { }abcdabcacabba ,,,,,,∅=τ . 

Минимальные окрестности и индексы всех элементов множества X : { }aMa = , ( ) 0=aindτ ; { }bMb = , 

( ) 0=bindτ ; { }acMc = , ( ) 1=cindτ ; { }abcdM d = , ( ) 3=dindτ . 
Определение 6. Последовательность индексов всех элементов из X , записанных в порядке 

неубывания, будем обозначать ( ) ( )nаааv ,...,, 21=τ  и называть вектором топологии.  
Будем считать, что элементы множества X  занумерованы так, что ii аxind = .  
Все близкие к дискретной топологии описываются следующей теоремой, которая сформулирована в 

работе [1]. 
Теорема 2. На множестве X , nX =  топология τ  будет близкой к дискретной тогда и только 

тогда, когда её вектор имеет вид: 

1) ( ) ( )nаv ,0,,0 =τ , 11 −≤≤ nаn , причем nаnn −−− += 11 22τ . 

2) ( ) 
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km
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+= 1
  и { }yM y = . Здесь 

11 22 −− += knτ . 

3) ( ) ( )1,1,0,...,0=τv , если ∅=
− nn xx MM 

1
. При этом 41 22 −− += nnτ . 

В этой статье мы исследуем вид 2-КНФ булевых функций, задающих близкие к дискретной 
топологии на конечном множестве. Нам понадобится топологическое толкование понятий существенной и 
несущественной переменной булевой функции. 

Определение 7. Переменная Xxi ∈  называется несущественной в топологии τ , если для любого 
τ∈U  выполнены условия: { } τ∈ixU   и { } τ∈ixU \ . В противном случае переменная ix  называется 

существенной. 
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Утверждение (критерий несущественности переменной). Переменная ix  будет несущественной 
в топологии τ  тогда и только тогда, когда множество { }ix  одновременно открыто и замкнуто. 

Доказательство. Пусть ix  – несущественная переменная. Тогда, по определению 3, так как τ∈∅ , 
получим { } { } τ∈=∅ ii xx , то есть { }ix  - открытое множество. Аналогично, так как τ∈X  и, по 
определению 7 { } τ∈ixX \ , то { }ix  - замкнутое множество. 

Обратно, из того, что { }ix  открытое множество следует, что для любого τ∈U  множество { }ixU   
открыто как объединение открытых множеств. Так как { }ix  - замкнуто, то { } { }( )ii xXUxU \\ =  открыто 
как пересечение открытых множеств. Утверждение доказано. 

Обозначим символом ie  булев вектор, в котором на i -том месте стоит 1, а на остальных 0, то есть 














=

−

0,0,1,0,0
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i
ie . Тогда минимальной окрестностью элемента ix  (переменной ix ) булевой функции 

( )nxxxf ,...,, 21 , описывающей топологию на множестве { }nxxxX ,...,, 21= , есть множество 

( ){ }iix eexxfxM
i

=∧=∧= ,1 . 

Основным результатом этой статьи является следующая  
Теорема 3. Булева функция ( )nxxxf ,,, 21   задает близкую к дискретной топологию на множестве 

( )nxxxX ,...,, 21=  тогда и только тогда, когда ее 2-КНФ может быть приведена (при необходимости, после 
перенумерации переменных) к виду:  

1) ( )1
1

xxn

а

i

n
∨∧

=
, где 11 −≤≤ nаn . При этом число существенных переменных функции равно 1+nа ; 

2) ( ) ( ) ( )ikinin xxxxxx ∨∧∧∨∧∨ +− 11  , где 21 −≤≤ nk  и ki ,1= . При этом функция будет 
содержать ( )1+− kn  существенных переменных; 

3) ( ) ( )jnin xxxx ∨∧∨ −1 , где 2,1 −= ni , 2,1 −= nj , ji ≠ . При этом существенных переменных 
будет 4. 

Доказательство.  
1) Приведем вначале доказательство для 1−= nаn . В этом случае 2-КНФ имеет вид 

( )( ) ( )121 ... −∨∨∨ nnnn xxxxxx  и все переменные существенны. В область fE  входят булевы векторы 

( )0,,...,, 121 −nααα  при любых значениях iα , 1,1 −= ni  и вектор ( )1,...,1,1 . Минимальной окрестностью 
элемента 1x  есть множество { }1x , поскольку один из указанных наборов имеет вид ( )0,...,0,1 . Аналогичный 
вывод можно сделать для элементов 2x , 3x ,…, 1−nx . Минимальная окрестность элемента nx  определяется 
единственным содержащим этот элемент набором ( )1,...,1,1  и совпадает с множеством X . Таким образом, 

вектор топологии, задаваемой булевой функцией с такой 2-КНФ, имеет вид 












−

−

1,0,...,0,0
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n
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Для 2−= nаn  в 2-КНФ ( )( ) ( )221 ... −∨∨∨ nnnn xxxxxx  отсутствует переменная 1−nx , то есть она 
является несущественной. Булевы векторы из области fE  этой функции: ( )0,0,,...,, 221 −nααα , 

( )0,1,,...,, 221 −nααα  при любых значениях iα , 2,1 −= ni  и ( )1,0,...,1,1 , ( )1,...,1,1 . Здесь минимальные 
окрестности первых 1−n  элементов являются одноточечными множествами, а минимальная окрестность 

элемента nx  равна { }nn xxxx ,,,, 221 − . Они определяют вектор 












−

−

2,0,...,0,0
1

n
n


 топологии. 

В общем случае получим 1+nа  существенных переменных и вектор 













−
n
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а,0,...,0,0
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соответствующей топологии на X . 
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2) Рассмотрим случай 1=i . При 1=k  булева функция имеет 2-КНФ вида 
( )( ) ( )12111 ... xxxxxx nn ∨∨∨ −  и ее fE  состоит из булевых векторов: ( )nαα ,...,,1 2  при любых значениях 

iα , ni ,2=  и ( )0,...,0,0 . Все переменные соответствующей топологии существенны и ее вектор имеет вид 
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1

1,...,1,1,0
n
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При 2=k  имеем 2-КНФ вида ( )( ) ( )13111 ... xxxxxx nn ∨∨∨ − , то есть переменная 2x  несущественна. 
Область fE  булевой функции состоит из булевых векторов: ( )nαα ,...,,0,1 3 , ( )nαα ,...,,1,1 3  при любых 

значениях iα , ni ,3=  и ( )0,...,0,0 , ( )0,...,1,0 , поэтому вектор топологии имеет вид 
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2

1,...,1,1,0,0
n
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При произвольном 21, −≤≤ nkk  булева функция имеет 2-КНФ вида 
( )( ) ( )11111 ... xxxxxx knn ∨∨∨ +− , число несущественных переменных равно 1−k  и вектор 

соответствующей топологии равен 













−


kn

1,...,1,1,0,...,0 . Здесь минимальные окрестности первых k  

элементов являются одноточечными множествами, минимальные окрестности остальных элементов 
двухэлементны, причем все они имеют общий элемент 1x . 

3) Если 2-КНФ булевой функции имеет вид ( )( )jnin xxxx ∨∨ −1 , ji ≠ , то существенными будут 

только 4 переменные. Набор значений из fE  запишем для ,1=i 2=j : ( )0,0,,...,,, 2321 −nαααα , 

( )1,0,,...,,,1 232 −nααα , ( )0,1,,...,,1, 231 −nααα , ( )1,...,1,1 . Из этого следует, что первые две и последние две 
переменные являются существенными, остальные – несущественными. В топологии, задаваемой этой 
булевой функцией, минимальные окрестности первых 2−n  элементов являются одноточечными 
множествами, а минимальные окрестности остальных переменных – двухточечные непересекающиеся 
множества.  

Поскольку полученные векторы совпадают с соответствующими векторами из теоремы 2, то теорема 
3 доказана. 

Выводы 
Использование булевых функций специального вида для описания топологий на конечном множестве 

позволило перечислить все близкие к дискретной топологии. Этот аппарат можно использовать для 
подсчета числа элементов в топологиях, а также для оценки числа топологий. 
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