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ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ ДРОБЬ ДЛЯ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ С ОДНИМ 

ДВУКРАТНЫМ УЗЛОМ 
 

Строится и исследуется интерполяционная дробь типа Эрмита для функции одной переменной с 
одним двукратным узлом. Приведены несколько примеров. 
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INTERPOLATION FRACTION FOR FUNCTION OF ONE VARIABLE WITH ONE TWOFOLD NODE 

  
An interpolation fraction of Hermite type for function pf one variable with one twofold node is constructed 

and investigated. Several examples are given. 
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Вступ 

Уперше інтерполяційні інтегральні ланцюгові дроби (І ІЛД) були введені у роботі [1]. У ній також 
доведено, що вказане там визначення ядер є необхідною умовою, щоб інтегральний ланцюговий дріб був ін-

терполяційним для функціоналів ( ) 1
1: 0,1F L R→ на континуальній множині вузлів 
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Тут через ( )ix z ∈ [0,1]Q , 0,1,i =   позначені довільні, фіксовані елементи з простору [0,1]Q  – 

кусково-неперервних на відрізку [0,1]  функцій зі скінченою кількістю точок розриву першого роду. ( )H t  
– функція Хевісайда. 

Для скороченого запису скінченного ІЛД використаємо наступні позначення  
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Досліджуваний у [1] та І ІЛД має одну ваду. Якщо у формулі (1) покласти  ( )i ix z x const≡ = , 

0,i n= , ( )x z x const≡ = , то І ІЛД не перейде у інтерполяційний ланцюговий дріб для функції однієї 
змінної. Щоб позбутися цієї вади у [2] уведений новий клас І ІЛД вигляду 
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У [2] доведено, що для того щоб ІЛД вигляду (2) був інтерполяційним для гладкого функціоналу 

( )( ) [ ] 10,1:F x Q R⋅ →  на континуальній множині вузлів (1), необхідно, щоб його ядра визначались за 
формулами 
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а достатньою умовою є виконання правила підстановки (див. [2]). 
Правило підстановки накладає суттєві обмеження на функціонал. Тому в роботі [3] досліджується І 

ІЛД, який не вимагає виконання правила підстановки. Якщо в одержаному у [2] та [3] І ІЛД покласти 
( )i ix z x const≡ = , 0, 1i n= + , ( )x z x const≡ = , то одержимо однакові дроби вигляду 
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( ) ( ) ( )0 0 1q x F x F x= − − ,   3,4,...,k n= .   (4) 
Тут використано позначення 

( ) ( )0
0

0

k
k

k

F x F x
F

x x
−

=
−

, 1,2,...k =      . 

Правильною є наступна теорема. 

Теорема 1. Ланцюговий дріб (3), (4) є інтерполяційним для функції ( ) [ ] 1: ,F x a b R→  з вузлами 

[ ],ix a b∈ , 0,i n= . 

Метою цієї роботи є побудова на основі (3), (4) ланцюгового дробу ( )1
E
nQ x+ , що інтерполює 

функцію ( ) [ ] 1: ,F x a b R→  з вузлами [ ],ix a b∈ , 0,i n= , один з яких двократний. Нехай kx −  двократний. 
Тоді треба побудувати ланцюговий дріб, що задовольняє наступні умови 

( ) ( )1
E
n i iQ x F x+ = ,    ( ) ( )1

E
n k kQ x F x+ ′ ′= ,    1 1k n≤ ≤ + ,    1k kx x+ =     0, 1i n= + .  (5) 

Побудова інтерполяційного дробу.  
Розглянемо ( )1

E
nQ x+  вигляду (3), (4). Послідовність вузлів 0 1 2 1, , , , nx x x x +  подамо у вигляді 0x ,  

1x , , kx , 1k k kx x α+ = + , 2, kx + ,  , 1nx + , де k Rα ∈ . Після нескладних перетворень та переходу 
 до границі при 0kα →  одержимо 
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Теорема 2. Ланцюговий дріб (6), (7), (8) є інтерполяційним для функції ( ) [ ] 1: ,F x a b R→  з вузлами 

[ ],ix a b∈ , 0,i n=  та задовільняє інтерполяційні умови (5). 
Доведення. Згідно теореми 1 маємо 

( ) ( )1
E
n i iQ x F x+ = ,    1k kx x+ =     0, 1i n= + . 

Перевіримо інтерполяційність похідної у точці kx    1 1k n≤ ≤ + . 
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Отже, теорему доведено. 
Частковий випадок.  
Розглянемо випадок двох вузлів. Нехай, наприклад, вузол 0x − однократний, а вузол 1x −  двократ-

ний. З (6) – (8) одержимо 
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Дріб (9) – (10) є інтерполяційним для функції ( ) [ ] 1: ,F x a b R→  з вузлами 0,x  1x  і задовільняє 
наступні інтерполяційні умови 

( ) ( )2 0 0
EQ x F x= ;     ( ) ( )2 1 1 ,EQ x F x=      ( ) ( )2 1 1 .EQ x F x′ ′=    (11) 

Доведення інтерполяційності функції у вузлах 0,x  1x  здійснюється безпосередньою перевіркою. 
Також легко перевіримо третю інтерполяційну умову з (11). Виходячи з означення похідної маємо 
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Приклад 1. Для функції 3y x=  побудуємо інтерполяційний дріб (9) – (10). 
Одержимо 

( )( )
( )

( )( )

3 3 0
1 0

3 1 0
2 0

0 1
0 13 3

1 0

.21

E

x xx x
x xQ x x x x x x x x

x x

−
−

−
⋅ = +

+
− − −

−

 

Інтерполяційні умови у вузлах 0,x  1x  здійснюються безпосередньою перевіркою. Легко перевірити 
і третю інтерполяційну умову 
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Висновок 
Таким чином, у роботі побудовано інтерполяційний ланцюговий дріб типу Ерміта з одним 

двократним вузлом. Побудований дріб типу Ерміта задовільняє інтерполяційним умовам, не залежить від 
напрямків диференціювання, єдиний. Проілюстровано побудову такого дробу Ерміта для часткового 
випадку.  
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