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Постановка проблеми 
На сучасному етапі науково-технічного прогресу, особливо у зв’язку із широким застосуванням 

композитних матеріалів, виникає гостра потреба у вивченні фізико-технічних характеристик даних матеріалів, 
які знаходяться в різних умовах експлуатації, що математично приводить  до задач інтегрування сепаратної 
системи диференціальних рівнянь другого порядку на кусково-однорідному інтервалі з відповідними 
початковими та крайовими умовами [1 – 3]. Одним із ефективних методів побудови інтегральних зображень 
аналітичних розв’язків алгоритмічного характеру таких задач є метод гібридних інтегральних перетворень. 
Основні положення теорії скінченних гібридних інтегральних перетворень закладено в роботі [4]. 

У цій статті побудовано скінченне гібридне інтегральне перетворення (СГІП), породжене на сегменті 
](0, 3R  з двома точками спряження гібридним диференціальним оператором Лежандра-Бесселя-Фур’є. 

Основна частина 
Побудуємо на множинi }<);,(),()(0,:{= 3322112 ∞∪∪∈ RRRRRRrrI  iнтегральне перетворення, 

породжене гiбридним диференцiальним оператором (ГДО)  

(1).)()()()()()(= 222
332,

2
221)(

2
11

)(
, drdarRRrBarRRrarRrM −−+−−+Λ− θθθθθθ ανµ
µ
αν

У рiвностi (1) )(xθ  – одинична функцiя Гевiсайда [1], )(µΛ  – узагальнений диференцiальний оператор 

Лежандра [4]; αν ,B  – диференцiальний оператор Бесселя; 22 drd  – диференцiальний оператор Фур'є другого 
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порядку (одновимiрний диференцiальний оператор Лапласа) [2]. 

Означення. Областю задання ГДО )(
,
µ
ανM  назвемо множину G  вектор-функцiй 

)}();();({=)( 321 rgrgrgrg з такими властивостями: 1) вектор-функцiя }];[];[{=)( 32,1)(
''ggBgrf ανµΛ  

неперервна на множинi 2I ; 2) функцiї )(rg j  задовольняють крайовi умови:  

                  (2)0=|)()(0,=)]([lim 3=3
3
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→
 

 3) функцiї )(rg j  задовольняють умови спряження:  

      
(3).1,2=,0;=|)]()()()[( =12211 kjrg
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Вважаємо, що виконанi умови на коефiцiєнти: 0>12 +α , αν ≥ ; ),(=)( 21 µµµ , 021 ≥≥ µµ ; 03
22 ≥α , 

03
22 ≥β , 03

22
3
22 ≠+ βα ; 0≥k

jmα , 0≥k
jmβ , k

j
k
j

k
j

k
jjkc 2112= βαβα − , 0>21 kk cc ⋅ ; 1,2=,, kmj . 

Для Gru ∈)(  та Grv ∈)(  має мiсце базова тотожнiсть:  
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Якщо Grv ∈)( , а умови спряження для )(ru  неоднорiднi:  
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то базова тотожнiсть має вигляд:  
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Визначимо числа: 1,=,1=,1= 3
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вагову функцiю:  

       (6))()()()()()(=)( 332
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та скалярний добуток:  
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Методом iнтегрування частинами з використанням крайових умов (2) та базової тотожностi (4) 
встановлюємо рiвнiсть: 

                                       (8).)])([),((=))()],([( )(
,

)(
, rvMrurvruM µ

αν
µ
αν  

Рiвнiсть (8) означає, що ГДО )(
,
µ
ανM  самоспряжений диференцiальний оператор. Отже, його спектр дiйсний. 

Оскiльки ГДО )(
,
µ
ανM  на множинi 2I  не має особливої точки, то його спектр дискретний [6]. 

Припустимо, що власному числу β  вiдповiдає власна вектор-функцiя:  

                    (9).0=),,()()(=),( 0
)(
;,1
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βθθβ µ
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Тодi функцiї ),()(
;, βµ

αν rV j  повиннi задовольняти вiдповiдно диференцiальнi рiвняння  

 ),(0,0,=),()( 1
)(
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2
1)( RrrVb ∈+Λ βµ

ανµ  
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                                              (10)),,(0,=),()( 21
)(
;2,

2
2, RRrrVbB ∈+ βµ

αναν  

    ,),(0,=),()( 32
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крайовi умови (2) та умови спряження (3); 1/2221 )(= jjj kab +− β , 02 ≥jk , 1,3=j . 
Фундаментальну систему розв'язкiв для диференцiального рiвняння Лежандра утворюють узагальненi 

приєднанi функцiї Лежандра )()(
*
1

chrP µ
ν

 та )()(
*
1

chrL µ
ν

, 1
*
1 1/2= ib+−ν  [4]; фундаментальну систему розв'язкiв 

для диференцiального рiвняння Бесселя  утворюють дiйснi функцiї Бесселя першого роду )( 2, rbJ αν  та другого 

роду )( 2, rbN αν  [3]; фундаментальну систему розв'язкiв для диференцiального рiвняння Фур'є утворюють 

функцiї )(cos 3rb  та )(sin 3rb  [2]. 
Наявнiсть фундаментальної системи розв'язкiв дозволяє в силу лiнiйностi спектральної задачi 

вiдшукувати функцiї ),()(
;, βµ

αν rV j  у виглядi лiнiйної комбiнацiї фундаментальної системи розв'язкiв:  
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                                   (11)),,(),()(,=),( 212,222
)(
;2, RRrrbNBrbJArV ∈+ αν

µ
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 ).,(),(sin)(cos=),( 323333
)(
;3, RRrrbBrbArV ∈+βµ

αν  
Умова обмеження в точцi 0=r  вимагає 0=1B . Для визначення величин jA  ( 1,3=j ) та 2,3)=(kBk  

умови спряження (3) й крайова умова в точцi 3= Rr  дають однорiдну алгебраїчну систему п'яти рiвнянь: 
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Введемо до розгляду функцiї: −)()(=),( 22
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1;,12
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2;,2212;, RbuRbuRbRb kjjk ανανανδ ×)( 12
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2;, Rbu jαν  
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 ).,(),(),(),(=)( 22122;,33231222121;,332322;, RbRbRbRbRbRbRbRbb jjj αναναν δδδδβ −  
Для того, щоб алгебраїчна система мала ненульовий розв'язок, необхiдно й досить, щоб визначник системи 
дорiвнював нулю [5]:  
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Ми одержали трансцендентне рiвняння для обчислення власних чисел nβ  ГДО )(
,
µ
ανM . 

Пiдставимо в систему (12) nββ =  ( jnnj bb ≡)(β ) й вiдкинемо останнє рiвняння в силу лiнiйної 

залежностi. Для визначення величин 2A , 2B  маємо алгебраїчну систему двох рiвнянь:  

              (14).1,2=);(=)()( 1
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Визначник алгебраїчної системи (14) обчислюється безпосередньо:  
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Алгебраїчна система (14) має єдиний розв'язок [5]:  
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При вiдомих 2A , 2B  для визначення 3A , 3B  маємо алгебраїчну систему двох рiвнянь:  
                (16).1,2=);()]([=)()( )(
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Алгебраїчна система (16) має єдиний розв'язок [5]:  
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Пiдставимо визначенi формулами (15), (17) величини jA  та kB  2,3)=,1,3=( kj  у рiвностi (11). Одержимо 

функцiї: ,)(=),( 322
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Згiдно формули (9) спектральна вектор-функцiя ),()(

, nrV βµ
αν  визначена (стає вiдомою). Її квадрат норми 

обчислюється за формулою:  
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Згiдно з роботою [7] сформулюємо такі твердження. 
Теорема 1 (про дискретний спектр). Коренi nβ  трансцендентного рiвняння 0=)()(

, βδ µ
αν  складають 

дискретний спектр ГДО )(
,
µ
ανM : дiйснi, рiзнi, симетричнi вiдносно нуля й на пiввiсi 0>β  утворюють 

монотонно зростаючу числову послiдовнiсть з єдиною граничною точкою ∞=β . 

Теорема 2 (про дискретну функцiю). Система власних функцiй ∞
1=

)(
, )},({ nnrV βµ
αν  ортогональна на 

множинi 2I  з ваговою функцiєю )(rσ , повна й замкнена. 
У подальшому перейдемо до ортонормованої системи власних функцiй  
 .||}),(:||),({=)},({ 1=
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µ
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µ
αν  

Теорема 3 (про зображення рядом Фур'є). Будь-яка вектор-функцiя Grg ∈)(  зображається за системою 
∞

1=
)(

, )},({ nnrv βµ
αν  абсолютно й рiвномiрно збiжним на множинi 2I  рядом Фур'є:  
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n
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Ряд Фур'є (20) визначає пряме )(
,
µ
ανH  й обернене )(

,
µ
αν

−H  скiнченне гiбридне iнтегральне перетворення 

(СГIП), породжене на множинi 2I  ГДО )(
,
µ
ανM :  
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Теорема 4 (про основну тотожнiсть). Якщо вектор-функцiя )}()];([)];([{=)( 32,1)( rgrgBrgrf ''
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та умови спряження:  
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Висновки 
Одержані формули (21), (22) та (25) складають математичний апарат для побудови iнтегрального 

зображення точного аналiтичного розв'язку вiдповiдних крайових задач математичної фiзики кусково-
однорiдних середовищ. 
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