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Постановка проблеми 
Залізнична колія і вагон являють собою єдину механічну систему, елементи якої взаємодіють і 

перебувають у певній залежності. Реальні рейки й колеса мають нерівності на активних поверхнях, у результаті 
чого виникають коливання і динамічні сили взаємодії. Дослідження динамічних процесів у системі “вагон-
шлях” полягає у тому, щоб визначити раціональні значення параметрів цієї системи (розмірів, мас, твердості, 
демпфування тощо), використання яких зводить до мінімуму шкідливі коливання і динамічні сили у 
конструкціях рухомого складу й шляху. Цьому повинні передувати розв’язання задач по дослідженню 
коливальних процесів корпуса вагона і його візків [1, 2], що вказує на актуальність теми досліджень. 

Огляд відомих результатів 
Відсутність універсальних методів дослідження нелінійних систем обумовило появу чисельно-

аналітичних і комп'ютерних методів дослідження транспортних динамічних систем [5-7]. У роботі [1] 
відзначається, що поводження залізничного екіпажа при проходженні горизонтальних нерівностей у межах 
рейкових стиків вивчено недостатньо. Розроблені чисельні комп’ютерні методи часто не пристосовані для 
дослідження властивостей транспортних систем з додатковими параметрами, адже при цьому виникає питання 
модифікації цих методів. Вихід полягає у використанні систем комп’ютерної алгебри. У роботі [3] наведено 
програму визначення коливань візків і корпуса вагона, складену мовою MathCAD. Для порівняння і доповнення 
у даній роботі для розв’язання аналогічної задачі використано мову Maple.  

Постановка завдання 
Дослідити вертикальні коливання корпуса і візків вагона при його русі по рейках з використанням мови 

Maple для розв’язання системи шести диференціальних рівнянь відносно шести узагальнених координат. 
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Основна частина 

У більшості конструкцій вагонів [5-7] закладені технічні рішення, що запобігають впливу коливань у 
горизонтальній площині на вертикальні коливання. Збурення від правої й лівої рейок приймають однаковими. 
Тому при розв’язанні задач аналізу динаміки основних частин рухомого складу розділяють коливання у 
вертикальній поперечній площині (бічне коливання), та коливання у вертикальній поздовжній площині 
(підскакування й галопування).  

Для вивчення коливань вагона у вертикальній поздовжній площині при проходженні нерівностей шляху 
розглянемо традиційну схему розрахунку коливань (рис.1), запозичену з роботи [3].  

 

 
Рис. 1. Розрахункова схема вертикальних коливань вагона 

 
Прийнято такі позначення: m1 –  маса кожного візка; j1  – момент інерції кожного візка; m2  – маса 

кузова; j2 – момент інерції кузова; а2 – половина бази кузова; а1  –  половина бази візка; с1, b1 – твердість 
пружини і коефіцієнт демпфування у першому ярусі підвішування; c2, b2 – те ж у другому ярусі підвішування; 
nі – збурення з боку шляху під i-ою колісною парою, 1 2 1 2, , , , ,K KZ Z Z F F F     – узагальнені координати та їхні 
похідні за часом. 

Модель має шість ступенів свободи. Для дослідження коливань у вертикальній площині складемо 
систему шести диференціальних рівнянь другого порядку відносно функцій 1 2( ), ( ), ( )KZ t Z t Z t , 

1 2( ), ( ), ( )KF t F t F t .  
Для зручності користування результатами роботи опис системи рівнянь [5-7] наведено з використанням 

синтаксису мови Maple; 
а) рівняння коливань кузова: 
 

; 
 

; 
 
б) рівняння коливань першого візка (за напрямком руху): 
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; 

; 
 
в) рівняння коливань другого візка: 
 

 

 ; 
 

. 
Чинником збурення динамічної системи “вагон-рейки” є нерівність шляху, яку приймають існуючою за 

синусоїдальним законом. На входи математичної моделі подається збурення з транспортним запізнюванням. 
Тобто, зі зсувом, зумовленим довжиною рейок L і швидкістю руху V; звідки маємо кругову частоту 2 Vw

L
π

= .  

Відповідно до порядку коліс, маємо описи реакцій на нерівності: 
 

          1 0( ) sin( )n t n wt= ;                   11 0( ) cos( )n t wn wt= ;     1
2 1

2( ) an t n t
V

 = − 
 

;                1
22 11

2( ) an t n t
V

 = − 
 

; 

        2
3 1

2( ) an t n t
V

 = − 
 

;                2
33 11

2( ) an t n t
V

 = − 
 

;   2 1
4 1( ) 2 a an t n t

V
+ = − 

 
;         2 1

44 11( ) 2 a an t n t
V
+ = − 

 
.  

 
Тестовий варіант обчислимо з такими значеннями [3]: m1 = 9т; m =57т; j1 = 12н; j = 70н; 1 3040;c =  

2 2660;c =  1 2 1 030; 100; 1,5ì ; 3,725ì ; 25ì ; 0,005ì .b b a a L n= = = = = =   
Для розв’язання складеної системи диференціальних рівнянь з нульовими початковими умовами 

використано метод Рунге-Кутта [8].  
На рис. 2-4 зображено одержані за допомогою складеної програми фазові портрети для кутів галопування 

елементів вагона залежно від швидкості, а на рис. 5-7 зображено одержані фазові портрети для вертикальних 
переміщень елементів вагона при тих самих швидкостях.   

Зазначимо, що фазові портрети з рис. 5-7 співпадають з відповідними фазовими портретами, одержаними 
у роботі [3]. Це вказує на коректність складеної Maple-програми.  
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V=2 м/сек. V=15 м/сек. V=20 м/сек. V=30 м/сек. 

 
Рис. 2. Фазові портрети для кута галопування першого візка залежно від швидкості. 

 

    
V=2 м/сек. V=15 м/сек. V=20 м/сек. V=30 м/сек. 

 
Рис. 3. Фазові портрети для кута галопування другого візка залежно від швидкості. 

 
 

    
V=2 м/сек. V=15 м/сек. V=20 м/сек. V=30 м/сек. 

 
Рис. 4. Фазові портрети для кута галопування корпуса вагона залежно від швидкості. 

 
 

    
V=2 м/сек. V=15 м/сек. V=20 м/сек. V=30 м/сек. 

 
Рис. 5. Фазові портрети для вертикального зміщення першого візка залежно від швидкості. 
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V=2 м/сек. V=15 м/сек. V=20 м/сек. V=30 м/сек. 

 
Рис. 6. Фазові портрети для вертикального зміщення другого візка залежно від швидкості. 

 
 

    
V=2 м/сек. V=15 м/сек. V=20 м/сек. V=30 м/сек. 

 
Рис. 7. Фазові портрети для вертикального зміщення корпуса вагона залежно від швидкості. 

 
Для аналізу динамічних навантажень слід мати значення прискорення рухомих частин екіпажу. Для 

обчислень  використаємо формули, одержані на основі зазначених диференціальних рівнянь коливань кузова та 
візків. Для зручності користування одержані формули наведено з використанням синтаксису мови Maple. Тоді 

а) прискорення для кузова обчислюємо за формулами: 
 

; 

; 
б) прискорення для першого візка обчислюємо за формулами: 
 

; 
 

; 
в) прискорення для другого візка обчислюємо за формулами: 
 

             ; 
 

              . 
 Тут прийнято такі позначення: 
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; 

, 
де sol – позначення сукупності процедур - розв’язків;  subs – maple-оператор підстановки. 
 На рис. 8, 9 для швидкості V=30 м/сек наведено графіки залежності у часі прискорень коливань кузова і 
двох візків.  
 
 

   

 
  

а б в 
Рис. 8. Графіки залежності прискорень вертикальних коливань для кузова (а); 

першого візка (б); другого візка (в) 
 

   
а б в 

Рис. 9. Графіки залежності прискорень коливань галопування для кузова (а); 
першого візка (б); другого візка (в) 

 
Висновки 

Вивчення динаміки вагона доцільно здійснювати у середовищах систем комп’ютерної алгебри. 
Складена програма дозволяє визначати параметри коливань залежно від зміни певного параметра – у даній 
роботі – швидкості руху вагона. Мова Maple виявилася зручною для розв’язання системи диференціальних 
рівнянь з виводом розв’язків у вигляді фазових портретів. Використання фазових портретів дозволяє 
аналізувати амплітуду коливань сумісно з «амплітудою» їх швидкостей, а також визначати залежності у часі 
прискорень коливань для кузова і двох візків.  
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