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Постановка проблеми 

Класичний метод оберненої матриці застосовується до визначених систем лінійних рівнянь, тобто 
якщо визначник основної матриці не дорівнює нулю. Виникає природне запитання: як модифікувати метод 
оберненої матриці так, щоб він був придатний для розв’язання невизначених систем лінійних рівнянь? 

Аналіз останніх досліджень 
Метод оберненої матриці є класичним методом, що входить у кожен підручник з вищої математики 

(див. [1 - 5]). Останнім часом з’явилося багато робіт, у яких виникають матричні оператори, елементами 
яких є числа, функції та оператори (див. [6 - 9]). 

Ціль дослідження 
Ціллю дослідження є модифікація методу оберненої матриці з метою його використання для 

невизначених звичайних, функціональних та операторних систем лінійних рівнянь. 
Основні результати 

Нехай задано систему n  лінійних рівнянь з n  невідомими R∈jx , nj ,1=  (або C∈jx ) виду 
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Числа R∈ija , nji ,1, =  (або C∈ija ), також R∈ib , ni ,1=  (або C∈ib ). Таку систему лінійних рівнянь 
можна записати у матричній формі 
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або BAX = . Якщо визначник 0≠A , тоді існує обернена матриця 1−A  і розв’язок можна знайти 

BAX 1−= , 
або 
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 BA
A

X ~1
= , 

де A~  – матриця алгебраїчних доповнень. 
Невірно стверджувати, що у випадку нульового визначника 0=A  систему лінійних рівнянь 

неможливо розв’язати методом оберненої матриці. Покажемо, що можна. Нехай ранг матриці A  дорівнює 
1−n . Тоді існує ненульовий мінор порядку 1−n , тобто 0

00
≠jiM . Тоді переходимо до редукованої 

системи лінійних рівнянь, тобто з системи ( )1  вилучаємо 0i -ве рівняння, а у рівняннях, що залишилися, з 
правої у ліву частину рівностей переносимо члени 

00 jij xa : 
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Відповідне матричне рівняння матиме вигляд 

( ) ( ) ( )00000 ,, jiBjXjiA = , 
де 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )

( )

( ) ( ) 































=

+−

+

−

++−+

+−−−

++

−−

+−

+−

nnjnjnnn

ni

ni

jiji

jiji

ii

ii

njj

njj

aaaaa

a

a

aa

aa

aa

aa

aaaaa
aaaaa

jiA





































1 1 21

1

1

1 11 1

1 11 1

2111

2111

21 21 22221

11 11 11211

00

00

0

0

0000

0000

00

00

00

00

           

    

    

                    

 

 
                    

             

  

  
              

          
          

, , 

 

( )































=

+

−

n

j

j

x

x

x

x
x

jX





 

 

1

1

2

1

0

0

0
,  ( ) ( )

( )

































−

−

−

−

−

=

++

−−

00

0000

0000

00

00

    
           

           

    

    

,

11

11

22

11

00

jnjn

jjii

jjii

jj

jj

xab

xab

xab

xab

xab

jiB





. 

Розв'язок такого рівняння існує за теоремою Кронекера-Капеллі і знаходиться 

( ) ( ) ( )0000
1

0 ,, jiBjiAjX −=  
Аналогічно знаходимо розв’язок системи для довільного рангу матриці A . 

Нехай задано систему n  лінійних рівнянь з n  невідомими виду 
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І нехай функції ( )tijϕ , ( )tx j  та ( )tbi , nji ,1, =  неперервні на відрізку [ ]1;0 . Аналогічно до системи ( )1  

таку систему лінійних рівнянь можна записати у матричній формі ( ) ( ) ( )tBtXt =Φ . Якщо визначник 

( ) 0≠Φ t  для довільного [ ]1;0∈t , тоді існує обернена матриця ( )t1−Φ  і розв’язок можна знайти 

( ) ( ) ( )tBttX 1−Φ= , 
або 

( ) ( ) ( ) ( )tBt
t

tX Φ
Φ

= ~1
. 

Якщо ж існує лише одна точка [ ]1;00 ∈t  така, що ( ) 00 =Φ t , розв’язок може існувати, якщо 

( ) ( ) ( ) ( )tBt
t

tX
tt

Φ
Φ

=
→

~1lim
0

0  – неперервна функція на [ ]1;0 . Зауважимо, що таких точок може бути і більше 

ніж одна – скінчена кількість, або навіть і злічена. 
Нехай задано операторну систему n  лінійних рівнянь з n  невідомими виду 
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Тут { }njiAAA ijij ,1,   ˆ === ∗ , – сім’я обмежених самоспряжених комутуючих операторів з [ ]( )1;02LL  та 

[ ]1;0, 2Lxy ji ∈ , nji ,1, = . Тоді сім’ї Â  відповідає сім’я спектральних мір ijE  та сумісна міра 

( )ij
n

ji
ij

n

ji
EE λ=








λ× ×

== 1,1,
. 

Спектральна теорема має вигляд 
( )Λλ= ∫ dEA

S
ijij , 

де ( ) Snjiij ∈λ=Λ
= ,1, , причому ( ){ } :    IESuppE =ϕϕ=ϕϕ∩=  – сумісна міра, S  – сумісний спектр, 

( )ijAσ  – спектр оператора ijA  і має місце 

( )ij
n

ji
ij

n

ji
ASuppESuppES σ=⊆= ××

== 1,1,
. 

Систему лінійних рівнянь ( )3  можна записати у матричній формі BAX = . Якщо 
( ) { } 0det ,1, ≠λ=Λ∆

= njiij  для довільного S∈Λ , тоді розв’язок можна знайти 
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де матриця { } njiij ,1,
~

=
λ  – матриця алгебраїчних доповнень матриці { } njiij ,1, =

λ . Зауважимо, що при 

( ) 0=Λ∆ , аналогічно до системи ( )1  виконується редукція системи операторних рівнянь. 
Висновки 

Метод оберненої матриці при незначній модифікації може використовуватися для розв’язування 
звичайних, функціональних та операторних систем лінійних рівнянь 
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