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КОМПЬЮТЕРНОЕ ТЕСТИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОГО 

ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ КВАДРАТНОЙ ПЛАСТИНЫ С ДВЕНАДЦАТЬЮ 
ТЕРМОЭЛЕМЕНТАМИ. ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ 

 
В статье представлены результаты компьютерного тестирования нестационарного 

температурного поля квадратной пластины с двенадцатью термоэлементами с использованием 
стандартного базиса бикубической интерполяции. Благодаря использованию программных комплексов 
MathCAD 14 и Компас 3D V11 были получены иллюстративные образы двумерных поверхностей в 
трёхмерном эвклидовом пространстве нестационарного температурного поля в фиксированные моменты 
времени.  
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У статті надаються результати комп’ютерного тестування нестаціонарного температурного 

поля квадратної пластини з дванадцятьма термоелементами з використанням стандартного базису 
бікубічної інтерполяції. Завдяки використанню програмних комплексів MathCAD 14 і Компас 3D V11 були 
отримані ілюстративні образи двовимірних поверхонь у тривимірному евклідовому просторі 
нестаціонарного температурного поля у фіксовані моменти часу. 
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COMPUTER TESTING OF A NON-STATIONARY TEMPERATURE FIELD OF A SQUARE PLATE 
WITH TWELVE THERMOELEMENTS. REVIEW OF THE RESULTS 

 
In the article the results of computer testing of a non-stationary temperature field of a square plate with 

twelve thermoelements with the using of a standard basis of bicubic interpolation are shown. Due to use of 
MathCAD 14 and Компас 3D V11 software solutions the illustrative images of the two-dimensional surfaces in a 
three-dimensional euclidian space of a non-stationary temperature field were obtained at random points of time. 
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Введение 

Компьютерная диагностика (тестирование) стационарных и нестационарных физических полей (в 
частном случае – температурных полей), на пластинах и брусках различных конфигураций, является 
актуальной задачей в инженерных расчётах, а именно: 1) визуализация формообразования поверхностей 
(рельефов) (не)-стационарных физических полей; 2) нахождение искомой физической величины 
(температуры) в произвольной точке пластины (бруска) в любой (произвольный) момент времени. 

Влияние базиса на исследуемое поле элемента очень велико: некоторые базисы в отдельных точках 
занижают поле, а некоторые – завышают его. С помощью компьютерного тестирования удалось обнаружить 
явление стойкости серендиповых поверхностей по отношению к базису. Были сформулированы условия 
стойкости поля относительно базиса на серендиповых элементах 2-го, 3-го и 4-го порядков, как в 
двумерном, так и в трёхмерном пространствах. Фактически, представители конструктивной теории 
серендиповых аппроксимаций рассматривали аспекты стационарного температурного поля [1–11]. 
Рассмотрим серендипов конечный элемент (СКЭ) заданной конфигурации (треугольник, квадрат, 
правильный k-угольник, куб) на границе которого равномерно расположены n узлов. С геометрической и 
топологической точек зрения [12, 13] задача аппроксимации заключается в получении двумерного 
многообразия 2M (поверхности гомеоморфной плоскости )2E  – U(x,y) в трёхмерном эвклидовом 
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пространстве 3E (x, y, z – измерения) и, в общем случае, трёхмерного (max dim(M) = 4) многообразия 

3M – U(x,y,z) в четырёхмерном эвклидовом пространстве ,4E которые проходят через точки 
),,( iii Uyx  и ),,,( iiii Uzyx соответственно. Уравнения поверхностей в форме Лагранжа: 
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,),,(),,(,),(),( где { }iN – базис СКЭ, iU – известные 

аппликаты (темпусаты). Полевые функции U(x,y) и U(x,y,z) моделируют поверхности стационарных 
температурных полей T(x,y) и T(x,y,z) соответственно. Наличие серендипового конечного элемента 
предоставляет возможность сформулировать краевую задачу с дискретными условиями Дирихле на границе. 
Температуры T(x,y) или T(x,y,z) в произвольной точке пластины (бруска), заданной геометрической формы, 
определяются через набор (множество) граничных температур { }iT  с помощью следующих 

интерполяционных полиномов: ∑
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узле i функционирует термоэлемент, который поддерживает постоянную температуру. В конце 20-го века 
была создана информационная технология на языке Turbo Pascal [14] для компьютерной диагностики 
скалярных физических полей. 

Уравнения нестационарных поверхностей U(x,y,t) (в строгом смысле – трёхмерное (max dim(M) = 4) 
многообразие в четырёхмерном эвклидовом пространстве )4E и U(x,y,z,t) ((четырёх)-трёхмерное (max 

dim(M) = 5) многообразие в пятимерном эвклидовом пространстве ),5E которые проходят через точки 
))(,,( tUyx iii  и ))(,,,( tUzyx iiii соответственно, в форме Лагранжа имеют следующий вид: 
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изменения аппликат (темпусат). Полевые функции U(x,y,t) и U(x,y,z,t) моделируют поверхности 
нестационарных температурных полей T(x,y,t) и T(x,y,z,t) соответственно. Очевидно, что наличие 
серендипового конечного элемента даёт возможность сформулировать "нестандартную" краевую задачу с 
дискретными условиями Дирихле на границе. Температуры T(x,y,t) или T(x,y,z,t) в произвольной точке 
пластины (бруска) в любой момент времени определяются через набор (множество) граничных температур 

{ })(tTi  с помощью интерполяционных полиномов: ∑
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).(),,(),,,(  В каждом граничном узле i функционирует динамический термоэлемент 

(который имеет собственный температурный режим). Вышеуказанная формулировка "нестандартной" 
краевой задачи является тривиальным следствием (расширением) аналогичной задачи для стационарного 
поля.  

Иллюстративный образ U(x,y,z) в трёхмерном эвклидовом пространстве 3E (x, y, z – измерения) 

является отображением (проекцией) трёхмерного (max dim(M) = 4) многообразия 3M на 

.3E Иллюстративный образ U(x,y,t) в трёхмерном эвклидовом пространстве 3E (x, y, z – измерения) 

является отображением (проекцией) трёхмерного (max dim(M) = 4) многообразия 3M на 

.3E Иллюстративный образ U(x,y,z,t) в трёхмерном эвклидовом пространстве 3E (x, y, z – измерения) 

является отображением (проекцией) (четырёх)-трёхмерного (max dim(M) = 5) многообразия на .3E A 
priori, обладая множеством фиксированных значений времени (t = fix), получение иллюстративного образа 
U(x,y,t) в трёхмерном эвклидовом пространстве ,3E автоматически сводится к получению двумерного 

многообразия 2M – U(x,y) (имеет место процедура отображения ).32 EE →  
С помощью программных пакетов Компас 3D V11, MathCAD 14, Maple 17 было осуществлено 

тестирование (визуализация) нестационарных температурных полей U(x,y,t) и U(x,y,z,t) на следующих 
серендиповых конфигурациях: 1) квадрат с четырьма термоэлементами (билинейная интерполяция) [15];  
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2) квадрат с восемью термоэлементами (биквадратическая интерполяция) с использованием стандартного и 
альтернативного базисов [16]; 3) квадрат с двенадцатью термоэлементами (бикубическая интерполяция) с 
использованием альтернативного базиса [17]; 4) гексагон с шестью термоэлементами [18]; 5) треугольник с 
шестью термоэлементами [19]; 6) куб с тридцатью двумя термоэлементами с использованием стандартного 
и альтернативного базисов [16]. 

На основе результатов конструктивной теории серендиповых аппроксимаций с использованием 
компоненты из "the theory of plafales" [20–22] была создана информационная технология на C# [23] для 
тестирования нестационарных физических (температурных) полей. Ключевое назначение указанной 
информационной технологии – рендеринг в режиме реального времени (обработка результатов "на лету") 
процедуры визуализации полевых функций U(x,y,t). 

Анализ последних достижений и публикаций 
В основе работы лежат публикации [15–19]. 

Формулирование цели исследования 
Основная цель статьи – визуализация двумерных поверхностей нестационарного температурного 

поля в фиксированные моменты времени с использованием стандартного базиса СКЭ третьего порядка. 
Изложение основного материала исследования 

Зададим температурные режимы термоэлементов в двенадцати узлах серендипового конечного 
элемента третьего порядка (рис. 1): 
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Температура в произвольной точке квадратной пластины и в любой момент времени определяется 

следующей формулой: 
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где ),( yxNi – базисные функции бикубической интерполяции, )(tTi – температурные режимы 
термоэлементов. 

 
Стандартный базис бикубической интерполяции [24]: 
 

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ).31)(1)(1(
32
9,12),31)(1)(1(

32
9,11

),31)(1)(1(
32
9,10),31)(1)(1(

32
9,9

),31)(1)(1(
32
9,8),31)(1)(1(

32
9,7

),31)(1)(1(
32
9,6),31)(1)(1(

32
9,5

)),(910)(1)(1(
32
1,4

)),(910)(1)(1(
32
1,3

)),(910)(1)(1(
32
1,2

)),(910)(1)(1(
32
1,1

22

22

22

22

22

22

22

22

yxyyxNyxyyxN

xyxyxNxyxyxN

yxyyxNyxyyxN

xyxyxNxyxyxN

yxyxyxN

yxyxyxN

yxyxyxN

yxyxyxN

−−−=+−−=

−+−=++−=

++−=−+−=

+−−=−−−=

++−+−=

++−++=

++−−+=

++−−−=

 (3) 

423



ВІСНИК ХНТУ №3(58), 2016 р.  МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ФІЗИЧНИХ І 
ТЕХНОЛОГІЧНИХ ПРОЦЕСІВ І ТЕХНІЧНИХ СИСТЕМ 

 

 
Рис. 1. Серендипов конечный элемент третьего порядка 

 
С помощью программных комплексов MathCAD 14 и Компас 3D V11 были получены 

иллюстративные образы двумерных поверхностей в трёхмерном эвклидовом пространстве нестационарного 
температурного поля (2). Продемонстрируем скриншоты (рис. 2, рис. 3) в следующие моменты времени:  
t = 10 с, 30 с, 50 с, 100 с. 

 
 

Рис. 2. Поверхности температурных полей t = 10 с (слева) и t = 30 c (справа) 
 

 

 
 

Рис. 3. Поверхности температурных полей t = 50 с (слева) и t = 100 c (справа) 
 

Выводы 
Благодаря использованию программных комплексов MathCAD 14 и Компас 3D V11 были получены 

иллюстративные образы двумерных поверхностей в трёхмерном эвклидовом пространстве нестационарного 
температурного поля в фиксированные моменты времени. Существующие программные комплексы, такие 
как MathCAD и Maple, при выполнении вышеописанной задачи – визуализации поверхности 
нестационарного физического (температурного) поля, выполняют пре-рендеринг в отвлечённом режиме. 
Информационная технология [23], практической реализацией которой выступает программно-технический 
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комплекс "Тестирование нестационарных температурных полей с динамическими термоэлементами", 
реализует визуализацию в режиме реального времени, обладает удобным пользовательским интерфейсом 
(юзабилити) и не имеет аналогов. На основании предлагаемой методики возникает интерес осуществить 
тестирование нестационарного температурного поля пластины квадратной формы с шестнадцатью 
термоэлементами и октагональной формы соответственно.  
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