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Актуальность, постановка проблемы 
Известна важная роль  теории интегральных уравнений типа свёртки, в частности, парных, с ядрами 

от разности аргументов, а также круга проблем, связанных с их исследованием,  для  фундаментальных тео-
ретических и прикладных  вопросов. В том числе,  в математике, механике, теории некоторых видов диффе-
ренциальных и интегро-дифференциальных уравнений, теории упругости, в расчётах строительных элемен-
тов, в математической и теоретической физике  [1-14].  Общие элементы этой тематики связываются поло-
жениями строящейся автором теории уравнений в кольцах с факторизационными парами. Решение такого 
рода уравнений и смежных задач, в существенном, сопряжено с необходимостью преодоления серьёзных 
аналитических барьеров. Выяснением самого факта существования решений, разработкой неизвестных, при 
соответствующих предположениях, подходов к решению и исследованию. Поэтому получение новых общих 
результатов о разрешимости таких уравнений, возможных путях построения решений, формул их представ-
ления через известные величины, изучение свойств решений, возможных связей между решениями  является 
актуальной задачей. Актуальна и разработка элементов точных методов, минимально опирающихся на  тео-
рию  функций комплексного переменного и на теорию интеграла Фурье. Причём,  свободных от аппарата 
теории интеграла типа Коши, требования гёльдеровости функций. 

Анализ исследований и публикаций. 
В рассматриваемом виде, изучаемые ниже обобщённые парные уравнения, при сделанных ниже 

предположениях, впервые, появились в работах автора. Они охватывают известные парные интегральные 
уравнения типа свёртки [1-4, 6, 10, 12-18]. Наиболее полная теория последних, в случае порождающих ядра 
функций 1,2 1( ) ( , )k t L∈ −∞ ∞ , в целом классе E  банаховых пространств  построена в [4]. В близкой к
рассматриваемой в [12] и ниже постановке, но в других пространствах, эти парные интегральные уравнения 
изучались Черским Ю.И.; Черским Ю.И. и Гаховым Ф.Д. (1954, 1956; см. также  [6]) при дополнительных 
ограничениях типа гёльдеровости функций. В этих исследованиях использован аппарат задачи Римана - 
Гильберта, на связь c  которой впервые указал И.М. Рапопорт  [1]. Наряду с этим, при изучении условия раз-
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решимости некоторых видов уравнений разных классов, можно обнаружить существование свойства связи 
между решениями.  При весьма общих предположениях,  для них оказывается возможным, зная специаль-
ные решения, построить решения, соответствующие произвольной правой части.  Это имеет место для ряда 
известных и новых классов уравнений. В том числе, важных при моделировании теоретических и приклад-
ных задач  [12 -18,  21].  Например, обнаруживается связь между решениями, соответствующими произ-
вольной и равной единице кольца (функций, матриц или абстрактных элементов, в котором отыскивается 
решение) правым частям. Для парных уравнений, в том числе типа свёртки, до работ автора вопросы связи 
решений оставались не поставленными в общей форме и, в достаточно полном объёме,  не были разрешены. 
База результатов установлена в [12]. Она связана с работами [1, 2, 4] - предшествующими составляющими 
замечательной истории исследования парных интегральных уравнений типа свёртки. В этих, а также иных 
работах, имеются и фрагменты историко-мотивационного характера  [6]. 

Цель статьи 
Целью статьи - первой части сообщения является формулировка теоремы - критерия связи решений аб-

страктных обобщённых парных интегральных уравнений типа свёртки относительно неизвестной функции 
φ(t) вида:  

 

1

2

( ) ( ) ( ) ( ), 0;

( ) ( ) ( ) ( ), 0.

t k t s s ds f t t

t k t s s ds g t t

∞

−∞
∞
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
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∫

∫
      (1) 

Уравнения (1) при α=β=0; ,α β∈C являются известными парными интегральными уравнениями типа 

свёртки [1, 2, 4, 6, 10, 12, 13]. Предполагается, что: 1 2 1( ), ( )exp{ } ( , ); , 0;k t k t ct L c c∈ −∞ ∞ ∈ ≥R

[ ][ ]1 21 ( ) 1 ( ) 0, ; ( ) : ( ) ; 1,2.i t
j jK K ic K k e dt j

∞
ζ

−∞

− λ − λ − ≠ −∞ < λ < ∞ ζ = ζ =∫
Основной материал и результаты 

Следуя [12], напомним используемые далее обозначения и положения. Для любой функции 
( ), ,k t t−∞ < < ∞  положим: ( ) ( ), 0,k t k t t= ≥   ( ) 0, 0.k t t= ± <  Символом  ( ) ( ) ( , ),c cL L= −∞ ∞

,c∈R  будем обозначать банахову алгебру всех комплекснозначных измеримых функций 

( ), ,k t t−∞ < < ∞  таких, что 1( ) ( , ) .cte k t L L∈ −∞ ∞ ≡  Норма в cL  вводится по формуле:           

( ) ;
c

ct
Lk k t e dt

∞

−∞

= ∞∫  ck L∈ ,  а роль умножения играет  свертка. Она обозначается символом ∗ .

Если a  и b  два любых вещественных числа, то через baL   обозначим пересечение aL  и bL : 

baba LLL  =: . Устанавливается, что a bL ∩  - банахова алгебра относительно нормы:

(max( , )) (min( , ))
:

a b a b a bL L Lk k k
∩ + −= +  и свертки в качестве умножения при обычном смысле сходимости 

интегралов. Через ( ), ,c a bL L L ∩
    обозначим подалгебры функций из ( ) ( ), , ,c a bL L L ∩  соответственно, кото-

рые обращаются в нуль при 0.t± >  
Пусть ( ( ))tδ = δ  формальный элемент ( δ - функция Дирака [2]) такой, что

, ,k k kδ ∗ δ = δδ  ∗ = ∗ δ =  ( )( ) ,cck L L+ −
−∈ ⊕  а A  - любая из алгебр ( ) ( ), , , , , .c c a b a bL L L L L L±

∩ ∩
 

Элемент δ  играет роль мультипликативной единицы алгебры ,A  при этом .Aδ∉  Формальным присоеди-

нением этой единицы к A ,  образуем банахову алгебру .A  Норма в A  вводится по формуле:

, ; , .A Ag g g k k A= α + = αδ + α ∈ ∈C  
Алгебра ( )cL L〈 〉−   не имеет радикала и, следовательно,

изоморфна некоторому кольцу непрерывных функций [19, 12]. Поэтому  элементы рассматриваемых мно-

жеств часто будем называть функциями. Обратный для обратимого в A  элемента g A∈   будем обозначать
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.g′  Возможен случай, когда элемент g A∈  , обратимый в A  или нет, имеет обратный в некоторой другой
алгебре. Тогда, чтобы уточнить, какой именно обратный для g  рассматривается, будем применять индексы,

ассоциированные с алгеброй, содержащей этой обратный. Например, для 0 cg L+ +
∩∈   символ

0 c
g+

∩
′  

обозначает обратный, принадлежащий 0 .cL ∩


Введем коммутирующие проекторы, ( )( ) ( ): ,cc cp L L L+ −
− ±+ →    действующие по формуле: 

( ) , ,p k kαδ + = αδ + α ∈C
 ( ),cck L L+ −

〈 〉〈− 〉∈ ⊕  а также проекторы 

( )0 0, ,p p p p p p p p p p p+ − − + ±
± ∗ + −= = = − = + . Ради краткости полагаем [20]: ,: xpx ++ =

,: xpx −− =  ;: 00 xpx =  ,: xpx ±± =   ( )( )ñ ñx L L+ −
〈− 〉 〈 〉∈ ⊕  . Для любой функции 

, ,h k k A= αδ + ∈  положим, .h p h=   Очевидно, .h k= αδ +
  Если   ,k A∈    то через   ( )K ζ

будем обозначать интеграл, ( ) ,i tk t e dt
∞

ζ

−∞
∫   рассматриваемый при тех   ,ζ ,  для которых он существует. 

Обратимость и факторизация элементов в cL〈 〉
 .  Следующие утверждения вытекают из общих резуль-

татов [19, см.2;12] о кольцах абсолютно интегрируемых функций с весом. 

Вариант теоремы Винера в cL〈 〉
 .   Для обратимости в cL〈 〉

  элемента     , , ,ck k L〈 〉αδ + α∈ ∈C
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие:  [ ( )] 0, Im ;K cα α + ζ ≠ ζ = −  Re .−∞ < ζ < ∞      

Вариант теоремы Винера в cL〈 〉
 .   Для обратимости в cL〈 〉

  элемента  , ,kαδ + α ∈C  ,ck L〈 〉∈ 


необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие: [ ( )] 0, Im ;K cα α + ζ ≠ ζ ≥ ± 

Re .−∞ < ζ < ∞         

Пусть , , a bg k k L ∩= aδ + a ∈ ∈C  такова, что при некотором [ , ]c a b∈  выполняется условие

[ ( )] 0, .K icα α + λ − ≠ −∞ < λ < ∞  Тогда, индексом ,g  как элемента cL〈 〉
 (кратко [ , ]g cc  либо

ind[ ]cg ) назовем число, равное индексу функции ( )K icα + λ −  переменной λ  вдоль сомкнутой веще-

ственной оси { , },−∞ ∞  получающейся из [ , ]−∞ ∞  отождествлением концов [2], т.е. 

1[ , ] : [arg{ ( )}].
2

g c d K ic
∞

λ
−∞

c = a + λ −
π ∫  В частности, если   , ,g k k L= δ − ∈   и 

1 ( ) 0, ,K− λ ≠ −∞ < λ < ∞    то                       
1[ ,0] : [arg{1 ( )}].

2
g d K

∞

λ
−∞

χ = − λ
π ∫

Под факторизацией функции  ( ), ,cg k k L= δ − ∈  в cL〈 〉


 
будем понимать представление её  в виде:

[ ] [ ], .cg L+ − 〈 〉= δ + g ∗ δ + g g ∈ 
                                                              (2)

Эту факторизацию назовем «правильной в cL〈 〉
 », если хотя бы один из ± факторов δ + γ  обратим в

своей подалгебре cL〈 〉
 . Если оба фактора таковы, то (2) назовем «канонической в cL〈 〉

 » факторизацией.

Учитывая, что банахова алгебра cL~ – полупростая, можно обнаружить, что, в силу изоморфизма со-

ответствующих колец, из факторизационных теорем М.Г. Крейна ([2], § 2]), непосредственно, вытекают 

следующие факторизационные теоремы  в cL〈 〉
 .
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Теорема 1 [12]. Для того,  чтобы функция   kg −= δ  ( , )ck L c〈 〉∈ ∈R
  

 допускала каноническую в

cL~    факторизацию (2), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие два условия: 

( ) 01 ≠− ζK  ( )∞<<∞−−= ζζ Re    ;Im c . [ ], 0g cc = .

Если функция    g   допускает каноническую в   cL~   факторизацию, то последняя является для неё 

единственной правильной в cL~  факторизацией. 

Теорема 2 [12].  Пусть для функции   kg −= δ  ( , )ck L c〈 〉∈ ∈R
  

 выполнены условия:

( ) 01 ≠− ζK   ( )∞<<∞−−= ζζ Re    ;Im c , [ ], 0g cc ≠ .

Если, при этом,   [ ], 0g cc >  ( χ [ ] 0, <cg ),   то, как бы ни были выбраны различные точки

mαα ,,1   (m≤ |æ[g,c]|)   внутри  верхней полуплоскости   [ ]∞−∏ ,c    (нижней полуплоскости

[ ]−∞−∏ ,c )   и натуральные числа mpp ,,1    такие, что =∑
=

m

i
ip

1
| χ [g,c]|,   будет существовать един-

ственная правильная в   cL~   факторизация (2), при которой функция 

( )ζ+Γ+1 ( ) ,1
0









+= ∫

∞

+ dtet tiζγ ( ) ( ) 

















+=Γ+ ∫

∞−
−−

0

11 dtet tiζγζ

будет иметь внутри верхней полуплоскости   [ ]∞−∏ ,c    (нижней полуплоскости   [ ]−∞−∏ ,c )   своими

нулями кратностей   mpp ,,1     точки   mαα ,,1     и никаких других нулей иметь не будет.  Указанными 

факторизациями исчерпываются все правильные в cL~ факторизации  функции    g    в    cL~ . 

Необходимое и достаточное условие - критерий связи решений парных интегральных уравнений 
типа свёртки. Используя подготовленную базу, сформулируем условия и приведём  формулы связи решений 
парных интегральных уравнений (1) с произвольной и равной )(tδ  правыми частями, при сделанных
предположениях, непосредственно.  
        Теорема 3. Пусть  1( )k t , 2 1( ) exp( ) ( , ); 0k t ct L c∈ −∞ +∞ ≥ ,   т.е.  1 2,  ;  0ck L k L c< >∈ ∈ ≥ ,   и вы-
полнено условие: 

,-   ,0)](1[)](1[ 21 +∞<<∞≠--⋅- λλλ icKK  (3)  

а парное интегральное уравнение с (1) с правой частью равной   δ   (т.е. при       αδ=βδ=δ;    
f(t)=g(t)=0)   имеет решение   δϕ 0 cL ∩∈  ,   причём,   1( ) ;t xδδ ϕ ϕ δ≡ = +  1 0( ) cx t L ∩∈    и 

[ ] [1 11 ( ) 1 ( ) 0,X X icλ λ+ • + − ≠     .λ−∞ < < +∞            (4) 

Тогда для существования решений   ( )tϕ 0 cL ∩∈    парного интегрального уравнения (1) с произволь-

ной из всевозможных правых частей  αδ+f(t), -∞<t<0; βδ+g(t), 0<t<∞;   где   α,β∈C ;   
, o cf g L ∩∈ , c≥0,     необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие: 

      α     =      β  .       (5) 

        При его выполнении, решение    ( )tϕ 0 cL ∩∈   обобщённого парного интегрального уравнения типа 

свёртки (1) с произвольной правой частью  αδ+ f(t), -∞<t<0;  αδ+g(t),   0<t<∞; α∈C ;   f,g∈ 0 cL ∩ ;  0c ≥   в

0 cL ∩
   можно определить по формуле: 
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1 1
0 1 2( ) { ([ ] [ ] [ ]) ([ ] [ ] [ ])}( ),ct p k f p k g tδδδ  ϕ ϕ ϕ δ αδ ϕ δ αδ+

− − +′ ′= ∗ ∗ + ∗ + + ∗ + ∗ +                  (6) 

где       [ ] [ ]( )' '1
1 10 0

, : ;k k Lδϕ δδ + = − ∈   [ ] [ ]( )' '1
2 2   , : сс с

k k Lδϕ δδ  < >+ = − ∈   -   обратные в L ,   сL< >
 , для 

решения     сL Lδϕ < >∈ ∩  и для коэффициентов  [ ]1( ) ,k t Lδ − ∈     [ ]2   ( ) , 0сk t L cδ < >− ∈ ≥    уравнения (1) 
(трактуемого как  реализация абстрактного парного уравнения в кольце с факторизационной парой [15]).  
        Результаты о парных интегральных уравнениях освещались автором, в частности, в рамках Междуна-
родной конференции имени академика М. Кравчука в Киеве, КПИ-2010, 2012, а также Всероссийской кон-
ференции «Необратимые процессы в природе и технике», в Москве, МГТУ-2013.              

Выводы и перспективы 
Имеются важные положения исследований по теории интегральных уравнений типа свёртки, кото-

рые можно получать единым подходом.  При нём, среди прочих, используются элементы строящейся теории 
уравнений в кольцах с факторизационными парами. Впервые, по сравнению с известными до работ автора 
элементами теории парных интегральных уравнений типа свёртки, удаётся, не опираясь на теорию задачи 
Римана, сократить использование преобразований Фурье, снять условие гёльдеровости функций, охаракте-
ризовать разрешимость уравнений и связь решений соответствующих произвольным и специальным правым 
частям. При весьма общих условиях, без требований гёльдеровости функций, сформулирована теорема с, 
необходимым и достаточным, условием (- критерием) связи их решений, соответствующих произвольной и 
равной присоединенной единице, исходных банаховых алгебр, правым частям. Доказательство теоремы бу-
дет приведено в продолжении этой статьи. Продолжение под названием «Необходимое и достаточное усло-
вие связи решений  парных интегральных  уравнений типа свёртки – II» представляется для опубликования 
одновременно. При установлении вида формулы связи существенно использовались варианты теоремы Н. 
Винера и факторизационных теорем [2, 4, 12 – 14, 19, 20]. В статье–продолжении приведены также пример и 
дополнительные общие замечания, выводы, перспективы. 
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