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РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ СТАТИЧНОЇ СТІЙКОСТІ КРУГЛИХ ТРИШАРОВИХ 

ПЛАСТИН З НЕЛІНІЙНО-ПРУЖНИМ ЗАПОВНЮВАЧЕМ МЕТОДОМ 
ПОСЛІДОВНИХ НАВАНТАЖЕНЬ 

 
Запропоновано функціонал повної енергії тришарових круглих пластин симетричної будови з 

ізотропними зовнішніми шарами і нелінійно-пружним ізотропним заповнювачем. Описано методику 
розв’язання задачі статичної стійкості, яка включає застосування метода Рітца та метода послідовних 
навантажень. В якості чисельного прикладу, розглянуто задачу визначення критичних навантажень 
тришарової круглої пластини в нелінійно-пружній постановці за Каудерером, виконано порівняння 
отриманого розв’язку з іншими дослідженнями. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СТАТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ КРУГЛЫХ ТРЕХСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН 

С НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ МЕТОДОМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ 
НАГРУЖЕНИЙ 

 
Предложен функционал полной энергии трехслойных круглых пластин симметричного строения с 

изотропными наружными слоями и нелинейно-упругим изотропным заполнителем. Описана методика 
решения задачи статической устойчивости, которая включает применение метода Ритца и метода 
последовательных нагружений. В качестве численного примера, рассмотрена задача определения 
критических нагрузок трехслойной круглой пластины в нелинейно-упругой постановке по Каудереру, 
выполнено сравнение полученного решения с другими работами. 

Ключевые слова: трехслойная пластина, статическая устойчивость, нелинейная упругость. 
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BUCKLING PROBLEM OF SANDWICH PLATES WITH NONLINEAR CORE SOLVED BY 

METHOD OF CONSECUTIVE LOADING 
 

Full energy functional for sandwich round plates of a symmetric structure with isotropic outer layers and a 
nonlinearly elastic isotropic core are proposed. A technique for solving the static buckling problem is described, 
which includes the Ritz method and the method of consecutive loading. As a numerical example, we consider the 
problem of determining the critical loads of a sandwich circular plate in a nonlinearly elastic formulation by the 
Kauderer. The obtained solution is compared with other works. 

Keywords: sandwich plates, static buckling, nonlinear elasticity. 
 

Постановка проблеми 
Розробка підходів до розрахунку напружено-деформованого стану шаруватих елементів 

конструкцій є досить актуальною задачею. Це зумовлено широким застосуванням, зокрема, тришарових 
пластин та оболонок в авіа- та суднобудуванні, космічній промисловості, цивільному будівництві, 
радіоелектроніці та інших галузях народного господарства. Актуальною є проблема розробки ефективних 
підходів до розв’язання задач механіки деформівного твердого тіла з урахуванням фізичної нелінійності 
матеріалів шарів. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
На даний момент опубліковано значну кількість досліджень з теорії тришарових пластин та 

оболонок. Однією з перших публікацій в області моделювання тришарових конструкцій є робота [10], яка 
присвячено визначенню критичних навантажень тришарових пластин. 

Постановці і розв’язанню нелінійно-пружних задач присвячені монографії [3, 6, 9]. Задачі згину й 
стійкості тришарових пластин, виконаних з нелінійно-пружних матеріалів, досліджуються в роботах [1, 4, 
7, 8]. 
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Посилання на роботи з моделювання тришарових елементів конструкцій можна знайти в оглядах 

[11, 14]. Детальний аналіз класичних та уточнених моделей розрахунку тришарових і багатошарових 
конструкцій проводиться в статтях [12, 13]. 

Виходячи з аналізу проблемної області, можна зробити висновок, що порівняно невелика кількість 
робіт присвячена моделюванню шаруватих елементів конструкцій з урахуванням фізично-нелінійних 
матеріалів. Це пов’язано з необхідністю розв’язання достатньо складних систем нелінійних 
диференціальних рівнянь. Одним з методів розв’язання таких систем може бути метод продовження 
розв’язку за параметром та його варіації. Більш докладно про застосування цього методу в нелінійних 
задачах пластин та оболонок йдеться в роботах [2, 5, 6]. 

Формулювання мети дослідження 
Метою статті є визначення критичних навантажень тришарової пластини з нелінійно-пружним 

заповнювачем при дії стискаючого навантаження в площині пластини. Для розв’язання задачі 
використовується підхід на базі методу Рітца та методу послідовних навантажень В.В. Петрова. 

Викладення основного матеріалу дослідження 
Розглядається задача статичної стійкості тришарової круглої пластини при дії стискаючого 

навантаження P  в площині пластини. Будемо вважати, що P  настільки мале, що плоска форма рівноваги 
пластини є стійкою. Визначимо критичне значення крP , при перевищенні якого початкова плоска форма 
рівноваги може стати нестійкою і пластина під дією малих збурень перейде до нової стійкої форми 
рівноваги з викривленою серединною поверхнею. Задача розглядається в вісесиметричній постановці. 

Вважається, що зовнішні шари однакової товщини δ  виготовлені з ізотропного матеріалу з 
модулем Юнга E , коефіцієнтом Пуассона µ  та підкоряються закону Гука, приймаються гіпотези Кірхгофа. 
Середній шар товщини h2  виготовлено з нелінійно-пружного, у формі Г. Каудерера, ізотропного матеріалу 
та приймається гіпотеза про лінійний закон розподілення тангенціальних напружень по товщині 
заповнювача. 

Фізичні співвідношення для матеріалу заповнювача мають наступний вигляд [3]: 
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де G~ , K~ – модулі зсуву та об’ємної пружності матеріалу; 0ε , 0ψ – середнє відносне подовження і 
інтенсивність деформацій зсуву. 

Параметр 2γ  характеризує зміну форми елемента конструкції в нелінійно-пружній стадії деформації 

і визначається експериментально [3, 9]; параметр 2χ  характеризує зміну об’єму елемента, далі вважаємо 
02 =χ . 

Основні рівняння теорії пружності для даної задачі наведено в статті [4]. Випишемо далі 
функціонал повної енергії в загальному вигляді відносно невідомих функцій: переміщення в площині 
пластини )(ru  та прогину )(rw :  

( ) ( ) ( ) ( ) +
−







 +

+
−







 +

+
−







 +

+









−







 +

=Ε ∫∫ ∫ ∫
−

−−

+ h

h

R h

h
dz

I
r
IEI

r

I
r

EI
dz

I
r
IEI

r

I
r

EI

δ

π δ

µ

µ

µ

µ

µ

µ

µ

µ

222

2

0 0
2 12

234

12

413

12

212

12

211
  

( )( ) ( )( )∫
−

+++++++
h

h
IKIIGIIKIIG

rh
I 14~311615~2

2
1014~311312~2

8
5

22 γγ    (2) 

( ) ϕγ rdrd
dr

rdwPdzII
h

G

















−++

2

2
2

2
)(1138

32

~
. 

В (2) використовуються наступні позначення: 
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В якості апроксимацій переміщень відповідно методу Рітца обрано наступні координатні функції. 
Для защемлення на контурі: 
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Тут iH , iL , ni ,0=  – параметри, які визначаються за методом Рітца.  
Після підстановки (4) в функціонал (2) та диференціювання за параметрами координатних функцій, 

отримаємо в загальному випадку систему нелінійних алгебраїчних рівнянь:  
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PLHg . ),1( ni =                            (5) 

Одним з методів, що використовуються для розв’язку нелінійних задач механіки деформівного 
твердого тіла є метод послідовних навантажень, розроблений В.В. Петровим [5, 6]. Узагальненням цього 
методу є метод продовження розв’язку за параметром. Використання методу послідовних навантажень 
разом з наближеними аналітичними методами при розв’язанні задач нелінійної механіки описано в 
монографії [6]. 

Будемо вважати, що параметри координатних функцій залежать від навантаження )(PHH ii = , 
)(PLL ii = . Після диференціювання системи (5) за параметром P  отримаємо систему диференціальних 

рівнянь, лінійних відносно 
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Початкові умови випливають з фізичного змісту задачі: 0)0()0( == ii LH . 
Згідно з методом послідовних навантажень, розв’язок системи (6) визначається наступною 

розрахунковою схемою  
jijiji HHH ,,1, ∆+=+ , jijiji LLL ,,1, ∆+=+ , jjj PPP ∆+=+1 ,                             (7) 

де jP∆  – крок навантаження, який задається, а jiH ,∆  і jiL ,∆  визначаються з системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь 
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Наведена розрахункова схема має порядок точності ( )3
jPO ∆  [4]. 

Як чисельний приклад розглянемо задачу визначення критичного стискаючого навантаження для 

тришарової круглої пластини з параметрами: товщина середнього шару 310162 −⋅=h  м, товщина зовнішніх 

шарів 3101 −⋅=δ  м, радіус пластинки 4,0=R  м; модуль зсуву та коефіцієнт Пуассона зовнішніх шарів – 
4108 ⋅=G  МПа та 27,0=µ  відповідно, модуль зсуву та модуль об’ємної деформації заповнювача – 

41077,2~ ⋅=G  МПа, 4106~ ⋅=K  МПа (сплав алюмінію Д16Т). При врахуванні нелінійної пружності 
матеріалу Д16Т розглянутих елементів конструкцій, приймаємо наступні значення коефіцієнтів: 

5
2 10878,3 ⋅−=γ , 02 =χ  [4]. В розрахунках розглядається тільки жорстке защемлення країв пластини.  

Табл. 1 містить порівняння отриманих в статті результатів з розрахунками роботи [4]. 
Таблиця 1  

Критичні навантаження тришарової пластини  
 610⋅крP , Н/м 

 1 2 3 
Лінійний випадок 4,712 4,712 5,402 
Нелінійний випадок  4,491 4,691 - 

 
Математичні моделі, що використовуються при розрахунках, позначені в табл. 1 наступним чином: 

1 – аналітична модель [4], 2 – метод послідовних навантажень, 3– cкінченно-елементна модель [4]. 
Рис. 1 містить ілюстрацію кроків методу послідовних навантажень. Критерієм втрати стійкості в 

даному випадку є необмежене зростання прогину при досягненні критичного навантаження. 
 

 
Рис. 1. Кроки методу послідовних навантажень. Нелінійний випадок. 
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Висновки 

1. Наближено розв’язано задачу визначення критичних навантажень круглої тришарової пластини з 
нелінійно-пружним заповнювачем. 

2. При порівнянні отриманих в статті результатів з іншими роботами показано, що відхилення значень 
критичних навантажень від інших моделей складає 4% – 12%. 

3. В цілому, метод послідовних навантажень в поєднанні з методом Рітца є досить ефективним при 
дослідженні нелінійних задач, оскільки дозволяє звести нелінійну задачу до послідовності лінійних 
та легко алгоритмізується. 

4. Перспективи подальших досліджень пов’язані із застосуванням метода послідовних навантажень до 
задач стійкості підкріплених пластин та оболонок з врахуванням геометричної та фізичної 
нелінійності.  
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