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СТАТИСТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ 

Эффекты турбулентности играют большую роль в плазме, встречающейся в природе. Случайный 
характер турбулентных процессов плазмы указывает на то, что для определения средних величин 
целесообразно использовать статистическое описание турбулентности. В работе рассматривается одна 
из моделей плазмы – модель проводящей жидкости, описываемая системой уравнений МГД. Для системы 
уравнений МГД с неограниченной энергией в неограниченной области построена мера Радона на 
множестве обобщенных решений, позволяющая математически корректно определять вероятностные 
средние определенного класса функционалов от решений этих уравнений. В работе используется 
конструкция статистических решений Арсеньева А.А., позволяющая осреднять нелокальные по времени 
функционалы от решений системы МГД для зависящих от случая начальных данных и внешних сил. 

Ключевые слова: мера, инвариантность, сходимость, пространство, топология 
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СТАТИСТИЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМИ РІВНЯНЬ МАГНІТНОЇ ГІДРОДИНАМІКИ 

Ефекти турбулентності відіграють велику роль в плазмі, що зустрічається в природі. Випадковий 
характер турбулентних процесів плазми вказує на те, що для визначення середніх величин доцільно 
використовувати статистичний опис турбулентності. В роботі розглядається одна з моделей плазми - 

модель рідкого провідника, що описується системою рівнянь МГД. Для системи рівнянь МГД з 
необмеженою енергією в необмеженій області побудована міра Радона на множині узагальнених рішень, 
що дозволяє математично коректно визначати ймовірнісні середні певного класу функціоналів від розв'язків 
цих рівнянь. В роботі використовується конструкція статистичних рішень Арсеньєва А.А., що дозволяє 
осереднювати нелокальні за часом функціонали від рішень системи МГД для залежних від випадку 
початкових даних і зовнішніх сил. 

Ключові слова: міра, інваріантність, збіжність, простір, топологія 
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STATISTICAL SOLUTIONS OF THE SYSTEM OF MAGNETIC HYDRODYNAMICS EQUATIONS 

The effects of turbulence play a big role in the plasma that occurs in nature. Here it is should be noted 

studies of the plasma of the ionosphere, plasma near-earth space, the plasma of the radiation belts of the Earth and, 

in part, the interplanetary plasma. At present, the large role of turbulent processes in the acceleration of particles of 

radiation belts, the formation of polar auroras, the dynamics of the Earth's magnetosphere, and other processes is 

clear. Turbulent plasma motion takes place in MHD generators and plasma engines. Gradually, the conviction is 

strengthened that the effects of turbulence play a fundamental role in the plasma. All the variety of physical 

phenomena in a plasma requires for their explanation the attraction of ideas about turbulence. This circumstance 

made the problems of plasma turbulence and questions of its stability basic in plasma physics. The random nature of 

the turbulent plasma processes indicates that it is expedient to use the statistical description of turbulence to 

determine the average values. Average values of the investigated quantities are used to describe turbulence. In this 

paper we consider one of the plasma models, the conductive fluid model, described by the system of MHD 

equations. From a mathematical point of view, we encounter the following problem: a function describing a random 

process is sought as a generalized solution of a nonlinear differential equation. There are in general many solutions 

to the differential equation and they do not depend continuously on the data of the problem. The question is whether 

the equation has measurable solutions and how to describe the measure induced on the set of solutions by the initial 

probability measure. In this paper, for a system of MHD equations with unbounded energy in an unbounded 

domain, we construct a Radon measure on the set of generalized solutions that allows us to determine 

mathematically the probability averages of a certain class of functionals from the solutions of these equations. In 

this paper we use the construction of statistical solutions A.A. Arsenev, which allows us to average nonlocal 

functionals from the solutions of the MHD system for the case-dependent initial data and external forces. 

Keywords: measure, invariance, convergence, space, topology 
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Постановка проблемы 

1. Рассмотрим систему нелинейных уравнений магнитной гидродинамики (МГД)
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где: ),( txu  – скорость течения жидкости в точке ),,( 321 xxxx =  в момент времени t ; ),( txH  и ),( txE  –

векторы магнитной и электрической напряженностей, ),( txp  – давление; ),( txf  – внешние 
гидродинамические силы; ),( txj  – заданные токи; π  – магнитная проницаемость; σ  – проводимость; ρ  – 

плотность; ν  – кинематическая вязкость жидкости. 
Систему (1) будем рассматривать в области 321 GGGG ∪∪= , где 1G  и 3G  – ограниченные

области, а )(\ 31
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где ∞H  – постоянный вектор. Кроме того, во всем объеме заданы начальные условия 
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Функции )(xσ  и )(xπ  являются разрывными функциями в 321 GGGG ∪∪= :
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.0)(;0, 0031 >π≥π>σ≥σσ x  В дальнейшем kk πσ   и   будем считать постоянными.
Вектор ),( txj  зададим следующим образом: 
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Анализ последних исследований и публикаций 

Ранее [1] было анонсировано существование статистических решений – мер Радона, аналогов мер 
Гиббса на пространстве обобщенных решений системы МГД. Краткое изложение этого вопроса приведено в 
[3]. 

Цель исследования 

Целью настоящей работы является доказательство теоремы существования статистических решений 
системы (1-3). Используется конструкция статистических решений Арсеньева А.А. [4, 5]. 

Изложение основного материала исследования 

2. Пусть )(2 GW l  – гильбертово пространство вектор-функций, все компоненты которых
квадратично интегрируемы в G  и имеют квадратично интегрируемые обобщенные производные до порядка 

l ; )(2 GW l°  – подпространство )(2 GW l , являющееся замыканием в норме )(2 GW l  множества бесконечно

дифференцируемых финитных функций в G ; )(1 GJ°  – подпространство )(1
2 GW° , состоящее из

соленоидальных функций. 
Далее, пусть задана ограниченная область G  с дважды непрерывно-дифференцируемой границей 

G∂  и разрывная функция 
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где  )1(ψ   и  )2(ψ  – значение вектора ψ  в  G   и  GR \3 ,  а  )1(
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множество двухкомпонентных функций 
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Пусть D  – множество двухкомпонентных функций  )}(),({)( xxxg ψϕ= , каждая из которых имеет 
компактный носитель и удовлетворяет условию 
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Определим двойственность DK ),(0 Ω , положив 

( ) ,)()())(rot()(rot)()()()(,
3

1

1 ∑∫∫
=

σ ϕ+ψ+ψπ+ϕ=
k

xx xxuxxHxxHxxugw
kk

 (4) 

если  )()( 0 Ω∈ Kxw   и  Ω⊂)(supp xg , и наделим пространство )(0 ΩK  топологией ),( 0 DKσ .

Пусть T – компактное подмножество 1
+R , )(ΩTK  – множество непрерывных функций

)(0 Ω→ KT . Будем рассматривать  )(ΩTK  как топологическое векторное пространство [7], в котором база
окрестностей нуля задается таким образом: 
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где B  – конечное подмножество из D ,  Ω⊂igsupp .

Рассмотрим последовательность областей 3
1 ,, Rm

m
mmm =ΩΩ⊃ΩΩ +    и последовательность 

компактных множеств 1
1 ,, ++ =⊃ RTTTT m

m
mmm  . 
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Обозначим 0K  проективный предел пространств )(0 mK Ω  и символом  TK  проективный предел 
пространств )( mTm

K Ω . 

4. Обозначим через )),(( TRO Ω  множество таких элементов TKw∈ , которые для каждой области 
3R⊂Ω  и каждого компакта 1

+⊂ RT  удовлетворяют оценке ),(sup
0

TRw
K

Tt

Ω≤
∈

, где ),( TR Ω  – 

произвольная константа для каждой области 3R⊂Ω  и 1
+⊂ RT . 

Определение 2. Множество TKK ⊂  называется локально ограниченным, если оно является 
подмножеством некоторого множества )),(( TRO Ω . 

Лемма 1. [5] Для того, чтобы множество TKK ⊂  было компактным, необходимо и достаточно, 
чтобы: 

1) оно было локально ограничено; 
2) для любой области 3R⊂Ω  и компакта 1

+⊂ RT , множество ))(,( KTPr Ω  замкнуто в )(ΩTK ; 

3) множество { }KwgwtdDg ∈== ,,)(  равностепенно непрерывно на любом компакте Т при 

каждой функции Dg ∈ . 

Лемма 2. Множества вида  
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Доказательство.  Непосредственно исследует из определения 
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5. Определение 3. Вектор-функцию ),( ψϕ=Ψ  будем называть пробной, если компоненты имеют 
компактный носитель и удовлетворяют условиям  
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Лемма 3. Отображение ),,( θΨΣ→ ww  непрерывно по w  на каждом локально-ограниченном 
множестве. 

Доказательство. Пусть wwn →  в топологии TK . Тогда nnxnn HuHu
k

rot,,,  сходятся слабо в 

)(2 ΩL  к своим предельным значениям, соответственно HuHu
kx rot,,, , равномерно по t , что дает 

возможность предельного перехода в линейных членах тождества. Предельный переход в нелинейных 
членах возможен в силу теорем вложения. 

Лемма 4. Множество функций, удовлетворяющих условиям: 
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2) Kww ∈∀=θΨΣ ,0),,( ,  компактно в TK . 

Доказательство. Покажем, что множество K  удовлетворяет условиям леммы 1. Локальная 
ограниченность следует из леммы 2. 
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Тогда из сходимости wwn →  в топологии TK  следует 

),,(),(sup 10 TCwX
Tt

Ω≤Ω
∈

   

).,()),(),((sup 20
2

0
2 TCwwX

Tt

Ω≤ΩΦ+Ω
∈

 

Откуда, учитывая непрерывность функции ),,( θΨΣ w , следует замкнутость множества в TK , 
удовлетворяющего условиям леммы. 

Равностепенная непрерывность следует  из условия (5), которое дает 
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Следовательно, находимся в условиях леммы 1, откуда и заключаем справедливость доказываемого 
утверждения  

6. Положим  
( ) .),,(1),,(),(

22 θΨΣ+θΨΣ=ΨΞ www     (6) 

Пусть 0µ  – вероятностная мера на 0K . 

Определение 4. Вероятностную меру Радона на пространстве TK  назовем статистическим 
решением системы МГД с начальной мерой  0µ , если выполнены следующие условия:  

1) для любой непрерывной ограниченной на TK  функции )(wF  и любой функции ),( wΨΞ  вида 
(6) справедливо равенство  

;0),()( =ΨΞ⋅∫ µdwwF  

2) сужение меры µ  на множество функционалов, зависящих от значения функции w  в момент 
времени 0=t , совпадает с мерой 0µ . 

Теорема. Для любого 0>δ  существует статистическое решение системы (1)-(3) с начальной мерой 
0µ , которое удовлетворяет условию: 
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для любого компакта  1
+⊂ RT , любой области  3R⊂Ω . 

Доказательство.  Пусть )(δZ  – произвольная непрерывная ограниченная на TK  функция. Покажем, 
что функция  

( )∫→ 00)(: µδχ dwZFF      (7) 

задает меру Радона на TK . Для этого достаточно доказать [6], что для любого 0>ε  существует такой 
компакт εK , что для определенного формулой  (7) функционала χ  справедлива оценка ε<χ )(F  при 

0)( ≡wF  на εK   и  1)(sup ≤
∈

wF
Kw

. Поскольку 0µ  – это мера Радона, то для данного 0>ε  существует 

такой компакт  0K⊂Γε , что ε<Γµ ε )\( 00 K . 
Положим 
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и обозначим через  εK  множество элементов  TKw∈ , которые удовлетворяют условию 
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и  0),,( =θΨΣ w   для всех пробных функций  1; +∈θΨ R . 

Это множество компактно в TK , кроме того εε ⊂Γδ KZ ))(( . Поэтому  
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если ε⊂ KKwF T \)(supp ,  1)( ≤wF ,  что и требовалось доказать. 
Выводы 

Таким образом, доказана теорема о существовании мер, порождаемых системой уравнений 
магнитной гидродинамики с неограниченной энергией в неограниченном пространстве.  
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