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У статті розглянуто застосування модифікованого методу мінімуму 

потенціальної енергії деформації при визначенні напружено-деформованого 

стану рамних конструкцій при навантаженні їх нерівномірно-розподіленим 

навантаженням. 

 

Рамні конструкції більшості сільськогосподарських машин складаються з 

замкнутих зварних контурів які мають поздовжню вісь симетрії рис.1. [1] 

 
Рисунок 1 − Схематизація конструктивної системи 
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На рамах кріпляться технологічні механізми, а також кузови для 

перевезення різноманітних вантажів, а саме коренеплодів, зернових, органічних 

і мінеральних добрив.  

Завантаження сировини на кузов виконується транспортером, або 

навантажувачем, тому її розподіл в більшості випадків є нерівномірним. На рис.2 

показана схематизація розподілу зовнішніх навантажень на несучі елементи 

рами.  

 
Рисунок 2 − Схематизація розподілу зовнішніх навантажень на несучі 

елементи рами 

 

Загальне зовнішнє навантаження Q0, що діє на конструкцію рами, 

складається з ваги сировини QС та ваги металоконструкцій з механізмами QM. 

Таким чином:  

,)()(

)()()()()()(

0

13

0

32

0

31

0

22

0

12

0

31

0

21

0

110

dxxqdxxq

dxxqdxxqdxxqdxxqdxxqdxxqQQQ

BB

BABAAB

МC









   

(1) 

де dxxq

B

)(
0

11  − зовнішнє навантаження від дії розподіленого навантаження 

),(11 xq  на ділянці В; 
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),(11 xq  ),(21 xq  ),(31 xq ),(12 xq  ),(22 xq  ),(32 xq ),(31 xq  ),(32 xq   

)(13 xq  − функції інтенсивності навантаження, що розподіляються на 

несучих елементах, записаних в напрямках вказаних на рис.2; 

А, В − лінії контакту кузова з рамною конструкцією. 

Крім сил ваги сировини та металоконструкцій, що діють на раму, вона 

опирається на механізми поздовжнього руху (колеса, тягові елементи), в яких 

виникають сили реакцій. Таким чином, для дослідження НДС рамної конструкції 

слід визначити внутрішні силові фактори, а також сили реакцій. 

На даний час визначення внутрішніх силових факторів, сил реакцій можна 

проводити за допомогою ППП Ліра 9.2. та інших, хоча деякі джерела [2,3] 

показують значну розбіжність з експериментальними дослідженнями. Для 

достовірності отримання кінцевого результату доцільно використати 

аналітичний метод розрахунку − модифікований метод мінімуму потенціальної 

енергії деформації (ММПЕД). На відміну від громіздких графоаналітичних 

розрахунків [4], модифікований метод мінімуму потенціальної енергії 

деформації базується на аналітичних записах функції потенціальної енергії 

деформації без будь-яких графічних побудов [5]. 

Для прикладу розглянемо раму (рис.3), яка опирається в шістьох точках, в 

яких виникають реакції R11, R21,. R31, R12, R22, R32.  

 
Рисунок 3 − Розрахункова схема 

 

Для запису функцій згинальних моментів, визначення рівнодійних сил та 

моментів від них, в загальному вигляді від довільного навантаження, 
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використаємо диференціальні залежності внутрішніх силових факторів при згині 

[6]. 

Функція згинального моменту на проміжку (a11+ a21+...+ an1)  x (a11+ 

a21+...+ an1+ a(n+1)1) зображена на рис. 4. 

 
Рисунок 4 − Геометрична інтерпретація до запису  функцій згинальних 

моментів 
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n12111

n12111

a +...+a +a

)a +...+a +(a-x )(Q  − значення рівнодійної поперечної сили, що 

діє на частині ділянки (n+1)1; 
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Запишемо рівняння рівноваги: 
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Отже, система є 6−3=3 рази статично невизначеною по відношенню до 

зовнішніх опорних реакцій.  

Для визначення внутрішніх силових факторів раму умовно розрізаємо  на 

3 частини (рис.4). В результаті чого в кожному сумісному поперечному перетині 

елемента рами виникають рівні за величиною та протилежні за напрямками 

внутрішні силові фактори, наприклад М11=М13(1), М12=М13(2) і т.д. 

Горизонтальними складовими перерізуючих сил, нормальними силами 

нехтуємо. Таким чином, рамна конструкція стає 24-ри рази статично 

невизначеною по відношенню до внутрішніх силових факторів, а саме 

згинальних, крутних моментів і перерізуючих сил. В цілому конструктивна 

система 27 разів статично невизначена. 

Враховуючи (1)−(2) проводимо запис функцій потенціальної енергії 

деформації від згину та кручення для кожного елемента рамної конструкції, 
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нехтуючи потенціальною енергією деформації від вертикальної перерізуючої 

сили [7]. 

Використовуючи ММПЕД складаємо систему рівнянь, яка включає 27-м 

невідомих: 
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i KUMUU  − загальна сума функцій потенціальних енергій 

деформацій згину та кручення; 

)( iMU  − функція потенціальної енергії деформації згину і-го елементу; 

)( iKU  − функція потенціальної енергії деформації кручення і-го елементу; 

і − кількість елементів. 

Розв‘язок проводимо за допомогою ППП Wolfram Mathematica 7. 

Висновки: Запропонований аналітичний метод розкриття статичної 

невизначеності модифікованим ММПЕД має істотні переваги над іншими 

графоаналітичними і комп’ютерними методами. Задача з визначення опорних 

реакцій та внутрішніх силових факторів зводиться до одного алгоритму, а не 

розбивається на дві незалежних задачі [4]. У випадках, коли зовнішнє 

навантаження на кузов розподіляється за нерівномірним змінним законом, 

розв’язок задачі з допомогою ППП Ліра ускладнюється і буде носити 

наближений характер. 
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Аннотация 

 

Аналитическое исследование напряженно-деформированного состояния 

сложных конструктивных систем с произвольным внешним нагружением 

Довбуш Т.А., Рубинец Н.А., Довбуш А.Д., Хомик Н.І. 

 

В статьи рассмотрено использование модифицированного метода 

минимума потенциальной энергии деформации при определении напряженно-

деформированного состояния рамных конструкций при нагружении их 

неравномерно распределенным нагружением.  

 

Abstract 

 

Analytical stressed-strained state of complex structural systems with arbitrary 

external load 

Dovbush T.A., Rubinets N.A., Dovbush A.D., Khomuk N.I. 

 

The article deals with the application of the modified method of minimum 

potential energy deformation in determining the stress-strain state frame structures 

under load them unequally-distributed load. 


