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Інститут проблем машинобудування ім. А.М. Підгорного НАН України 

Розроблено метод розрахунку коливань шаруватих композитних ци-
ліндричних оболонок зі складною формою плану на пружній основі при 
нестаціонарних впливах. Динамічна поведінка оболонок досліджується у 
рамках кінематичних гіпотез, які враховують деформації поперечного 
зсуву та інерції обертання нормального елемента у кожному шарі. Реа-
кція основи описується моделлю Вінклера. Досліджено вплив параметрів 
пружної основи на напружено-деформований стан п’ятишарової оболо-
нки при імпульсному навантаженні.  

Вступ. Шаруваті композитні елементи конструкцій широко викорис-
товуються у транспортному, енергетичному, авіаційному машинобуду-
ванні, будівництві та інших галузях сучасної техніки [1, 2]. Одними з та-
ких елементів є шаруваті пластини та оболонки складної форми. Дослі-
дженню їх статичного деформування та вільним коливанням присвячена 
більшість публікацій [2–5]. Нестаціонарна динаміка шаруватих елементів 
конструкцій вивчена недостатньо [6–8] через складність математичних 
моделей, які описують коливання конструкцій при інтенсивних коротко-
часних впливах. Крім того, найчастіше розглядаються коливання пластин 
та оболонок, які не зв’язані з пружною основою [6, 7]. Основними мето-
дами дослідження динамічної поведінки шаруватих композитних елемен-
тів конструкцій складної форми є чисельні методи, наприклад, методи 
скінченних та граничних елементів [2, 6, 7]. Тому актуальною є розробка 
ефективних методів, які дозволяють подати розв'язок задачі про нестаці-
онарні коливання таких елементів конструкцій в аналітичному вигляді. 

У роботах [9, 10] розроблено метод розв’язання задачі про нестаціо-
нарні коливання шаруватих оболонок складної форми у плані, який дає 
можливість одержати розв'язок задачі в аналітичному вигляді. Метою 
даної роботи є узагальнення цього методу на випадок нестаціонарних 
коливань шаруватих ортотропних циліндричних оболонок зі складною 
формою плану на пружній основі при імпульсному навантаженні. 

Постановка та розв’язання задачі. Розглянемо незамкнену шару-
вату циліндричну оболонку радіуса R , складену з шарів постійної тов-
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щини. Матеріал шарів є ортотропним. На координатній поверхні xOy  
оболонка займає область  , обмежену довільним контуром 

      yyxx ,: . Як координатна виступає зовнішня поверхня 
першого шару. Динамічна поведінка оболонки описується на основі кі-
нематичних гіпотез, які враховують деформації поперечного зсуву й іне-
рції обертання нормального елемента у межах кожного шару [9] 
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  ; I – кількість шарів; ih  – товщина i-го 

шару,  ,,, tyxuu kk   3,2,1k  – переміщення точки координатної 
поверхні в напрямку координатних осей;      tyxuu ikIikI ,,1313   , 

2,1k  – кути повороту нормального елемента в i-му шарі навколо 
координатних осей x і y відповідно; t – час. Координата x змінюється 
вздовж твірної, координата y – вздовж дуги поперечного перерізу 
оболонки, координата z – вздовж зовнішньої нормалі до координатної 
поверхні. 

Деформації оболонки мають вигляд 
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Напруження і деформації в кожному шарі зв’язані законом Гука для 
ортотропного тіла [11] 
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На оболонку діють імпульсні навантаження   tyxp j ,,~~
P , 

32,1  Ij . До нижньої зовнішньої поверхні оболонки ( Ii  ) прикладе-

на сила  tyxpp ff ,,  – реакція пружної основи. Як математична мо-
дель основи обрана модель Вінклера [12].  

Рівняння руху оболонки і граничні умови на контурі  одержимо з 
варіаційного принципу Остроградського–Гамільтона з урахуванням спів-
відношень (1)–(3) 

     PUΛUΩ tt,
 ,   yx, ; 0,0,  ttUU , (4) 

       yx,,PUB , (5) 

де  Ω  та  Λ  – симетричні матриці [9],  

  tyxp j ,,P ,     tyxu j ,,U ,    iji
u
ijiij bbb 21  ,   3+2 1,= Iji, . 

Вигляд елементів матриці  B  та вектора граничних навантажень 
P  залежить від граничних умов на контурі оболонки. Надаючи різних 

значень коефіцієнтам ii 21 ,   у граничних умовах (5), можна одержати 
необхідні граничні умови на контурі оболонки. Наприклад, при шарнір-
ному опиранні по контуру ці коефіцієнти набувають значень 

12,31,3322211   iIi  , 01,32,3312112   iIi  . 

Сила fp  поряд з імпульсним навантаженням P~  входить до рівнянь 

руху оболонки (4) у вигляді ),,(3 tyxukp If  . Отже, 

    tyxkutpp I ,,~
333  , 

де k  – коефіцієнт жорсткості пружної основи, 
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H  – товщина пружної основи; Iu3  – прогин поверхні пружної основи;  

0E  і 0 – модуль Юнга та коефіцієнт Пуассона основи. 

Метод розв’язання поставленої задачі полягає у тому, що замість ви-
хідної оболонки розглядається допоміжна шарнірно оперта циліндрична 
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оболонка прямокутної форми у плані того ж радіуса кривини, з тією ж 
композицією шарів. В області  допоміжна оболонка навантажена так 
само, як і вихідна оболонка. Такий підхід дозволяє подати розв’язок за-
дачі у вигляді розвинення у тригонометричний ряд, а прикладення ком-
пенсуючих навантажень  tq j ,comp  ( 32,1  Ij ) до допоміжної оболонки 

вздовж контуру  забезпечує виконання заданих граничних умов вихід-
ної оболонки (4). У рівняння руху оболонки компенсуючі навантаження 
входять в інтегральному вигляді 

       
 d,,,, compcomp 1

0
   yyxxtqLtyxp kjkj , 32,1,  Ikj , (6) 

де    yyxx ,  – двовимірна функція Дірака. Ненульові елементи 
матриці jkL  дорівнюють 

  yLLLL iIiIii 3,33,32211 ,      2122
33   yxL , 

  xLL iIi 3,321 ,   xLL iiI 3,312 ;  

 dd,dd   yyxx . 

Інтенсивності компенсуючих навантажень визначаються з системи 
інтегральних рівнянь, яка випливає з граничних умов (5). Система інтег-
ральних рівнянь розв’язується шляхом розвинення функцій компенсую-
чих навантажень (6) і граничних функцій (5) у тригонометричні ряди в 
області допоміжної оболонки та у ряд уздовж контуру Г. Система рівнянь 
руху оболонки (4) зводиться до системи звичайних диференціальних рів-
нянь, яка інтегрується методом розвинення розв’язку в ряд Тейлора [10]. 
Після визначення інтенсивностей компенсуючих навантажень за форму-
лами (1)–(3) обчислюються переміщення, деформації та напруження у 
шарах вихідної оболонки. 

Аналіз результатів чисельних досліджень. Як приклад розгляда-
ється шарнірно оперта п’ятишарова циліндрична оболонка на пружній 
основі під впливом рівномірно розподіленого імпульсного навантаження 

  tHPpjIjp j 03
~;3,32,1,0~  , 

де 0P  – інтенсивність навантаження, 1,00 P  МПа,  tH  – функція Хе-
вісайда. 

Контур оболонки   описується рівняннями кривих Ламе 
    ,cos2  cx       cy 2sin , де 3,0  м, 2,0 , 8c  

(рис.1). 
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Рис. 1. Схема плану оболонки 

Шари оболонки виконані з епоксидного вуглепластику з наступними 
характеристиками: 01,0ih  м, 212 

iE  ГПа, ii EE 21 25  (модулі пружно-

сті); iiii EGGG 2231312 5,0  (модулі зсуву); 25,01 
i  (коефіцієнт Пуас-

сона); 800i  кг/м3 (густина матеріалу); 5,1i ; o
531 0  , 

o
42 90   (кути армування). Радіус оболонки – 3R  м. 

Досліджено вплив коефіцієнта жорсткості пружної основи k на змі-
нення прогину оболонки 5

3u  і напруження 5
x  у часі в точці C  (рис. 1), 

розташованій на зовнішній поверхні п’ятого шару оболонки. Результати 
розрахунку наведені на рис. 2. Коефіцієнт k  набуває таких значень: нуль 
(суцільна лінія на рис. 2), 10 МПа (штрихова лінія) і 100 МПа (штрихпу-
нктирная лінія). Зі збільшенням коефіцієнта k  прогин і напруження в 
оболонці зменшуються. 

 
Рис. 2. Змінення у часі прогинів і напружень в залежності від кое-

фіцієнта жорсткості пружної основи 

Аналіз наведених залежностей дозволяє зробити висновок, що ура-
хування пружної основи істотно впливає на кількісні і якісні характерис-
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тики динамічного відгуку конструкції. 
Висновки. Таким чином, метод дослідження нестаціонарних коли-

вань шаруватих оболонок узагальнено на випадок коливань ортотропних 
циліндричних оболонок зі складною формою плану на пружній основі 
при імпульсному навантаженні. Встановлено істотний вплив жорсткості 
основи на параметри напружено-деформованого стану оболонки. Одер-
жані результати можуть бути використані у процесі проектування шару-
ватих композитних оболонкових елементів енергетичних, транспортних і 
будівельних конструкцій під дією швидкоплинних інтенсивних наванта-
жень, які відповідають підвищеним вимогам до їх міцності та надійності. 
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Аннотация 

КОЛЕБАНИЯ СЛОИСТЫХ ОРТОТРОПНЫХ 
ОБОЛОЧЕК НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ ПРИ 

ИМПУЛЬСНОМ НАГРУЖЕНИИ 

Сметанкина Н.В. 

Разработан метод расчета колебаний слоистых композитных ци-
линдрических оболочек со сложной формой плана на упругом основании 
при нестационарных воздействиях. Динамическое поведение оболочек 
исследуется в рамках кинематических гипотез, которые учитывают 
деформации поперечного сдвига и инерции вращения нормального эле-
мента. Реакция основания описывается моделью Винклера. Исследовано 
влияние параметров упругого основания на напряженно-деформирован-
ное состояние пятислойной оболочки при импульсном нагружении.  

Abstract 

VIBRATIONS OF LAMINATED ORTHOTROPIC 
SHELLS ON THE ELASTIC FOUNDATION AT 

IMPULSE LOADING 

Smetankina N.V. 

The method for calculation of vibrations of laminated composite cylindri-
cal shells with the complex shape in plan view on the elastic foundation under 
non-stationary actions has been developed. The dynamic behaviour of shells is 
investigated within the limits of the kinematical hypotheses which consider 
transverse shear strains and normal element rotation inertia in each layer. The 
foundation response is presented by the Winkler model. Effect of the elastic 
foundation parameters on strain-stressed state of a five-layer shell at the im-
pulse loading is investigated. 

 


