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Запропоновано метод розрахунку нестаціонарних температурних 
полів у шаруватому осклінні транспортних засобів при впливі імпульсних 
плівкових джерел тепла. Багатошарове оскління розглядається як прямо-
кутна шарувата пластина, яка зібрана з ізотропних шарів сталої тов-
щини. На верхній та нижній поверхнях пластини має місце конвективний 
теплообмін із зовнішнім середовищем. Температура на бічній поверхні до-
рівнює нулю. Рівняння нестаціонарної теплопровідності для довільного 
шару пластини і граничні умови на боковій поверхні формуються на основі 
варіаційного рівняння теплового балансу. Розподіл температури вздовж 
товщини кожного шару описано за допомогою ортонормованих поліномів 
Лежандра. Задача зводиться до інтегрування системи диференціальних 
рівнянь модифікованим методом Тейлора. Як приклад розв’язана задача 
нестаціонарної теплопровідності для п’ятишарового елемента оскління 
літака при нагріванні плівковим джерелом тепла. Проведено порівнюва-
льний аналіз розподілу температури вздовж товщини елемента з резуль-
татами, які одержані методом скінченних елементів. Запропонований 
підхід може бути використаний при проектуванні безпечного шаруватого 
оскління різних транспортних засобів в умовах експлуатаційних та ава-
рійних термосилових навантажень. 

Ключові слова: шарувате оскління, нестаціонарна теплопровідність, 
плівкове джерело тепла, надійність. 

Постановка проблеми. Забезпечення міцності та надійності констру-
кцій при впливі температурних полів є однією з важливих проблем, що 
виникають в різних областях сучасної техніки [1]. На цей час широке за-
стосування знаходять шаруваті конструкції, які складені із шарів з різними 
теплофізичними і механічними характеристиками, зокрема, елементи оск-
ління з обігрівом для різних транспортних засобів. У більшості робіт роз-
глядаються стаціонарні температурні поля і застосовується гіпотеза про 
кусочно-лінійний розподіл температури вздовж товщини шаруватого па-
кета [1, 2]. Якщо характеристики матеріалів шарів істотно відрізняються, 
а теплові навантаження змінюються раптово, необхідно знати точний роз-
поділ температури для подальшої оцінки міцнісних властивостей констру-
кції. Тому розрахунок та проектування елементів оскління транспортних 
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засобів, що відповідають зазначеним вище вимогам безпеки та надійності, 
є актуальною проблемою. 

Аналіз публікацій за темою дослідження. Проектування шаруватих 
елементів оскління транспортних засобів здійснюється на основі експери-
ментальних даних [1, 2]. Для розв'язання задач теплопровідності шарува-
тих конструкцій найчастіше застосовуються методи, що вимагають дис-
кретизації області або її межі, такі, як методи скінченних різниць та скін-
ченних елементів [1–4]. Досліджень, у яких розв'язок задачі теплопровід-
ності шаруватих конструкцій подається в аналітичному або чисельно-ана-
літичному вигляді, значно менше [5–7]. Таким чином, розробка методів, 
що дозволяють подати розв'язок задачі у такому вигляді, залишається ак-
туальною задачею. 

Метою роботи є розробка методу розрахунку температурних полів у 
безпечному шаруватому осклінні транспортних засобів при впливі елект-
рообігріву, який дозволяє подати розв’язок задачі в аналітичному вигляді. 

Математична модель шаруватого оскління. Оскління розгляда-
ється як шарувата прямокутна пластина, яка зібрана з N ізотропних шарів 
сталої товщини ih  ( N=i 1,  ). Розміри пластини в напрямку координатних 

осей Ox  і Oy  позначимо xL  та yL  відповідно. Рівняння теплопровідності 
і граничні умови на боковій поверхні пластини формуються на основі ва-
ріаційного рівняння теплового балансу [8]. 

Запишемо рівняння нестаціонарної теплопровідності для i-го шару 
пластини 

 222222 ///1,2,/ z+y+x=ΔN,,=it,T=ΔTνi  ,  (1) 

де  iiii cγλ=ν /  – коефіцієнт температуропровідності, iλ  – коефіцієнт теп-
лопровідності, iγ  – питома вага, ic  – питома теплоємність i-го шару.  

На зовнішній ( 1h=z1 ) і внутрішній поверхнях ( 0=z N ) пластини 
має місце конвективний теплообмін із зовнішнім середовищем. Випишемо 
граничні умови і умови теплового сполучення шарів 
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Тут нα  і вα  – коефіцієнти конвективної теплопередачі на зовнішній і вну-
трішній поверхні пластини, нT  і вT  – температура зовнішнього і 
внутрішнього середовища відповідно. 
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Метод розв’язання. Вважаємо задачу симетричною щодо координа-
тних осей і будемо шукати розв'язок рівняння (1) у вигляді 
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де 2/0 xLx  , 2/0 yLy  ,   xk Lkπ=α /12  ,   yl Llπ=β /12  ,  
t  – час, ii hz=z / , ii hz 0 , ih  – товщина i-го шару. 

Як функції 32,1,=r,f r , обираємо ортонормовані поліноми Лежан-
дра ( 1r )-го степеня для інтервалу 10  z  

    16651231, 2
321 +zz=f,z=f=f  , kllk δ=zdff
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0

. (5) 

Проектування рівняння (1) на функції rf  (5) з урахуванням умови ор-
тонормованості функцій приводить до системи диференціальних рівнянь 
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Як початкові умови приймаємо умову   const,0 =zx,T ii , звідки при ві-
дсутності теплообміну та рівності нулю потужності джерел тепла при 

0=t  випливає, що   ,T=a 0
i
kl 0    0,0 =b i

kl    0,0 =c i
kl  N=i 1, . 

З урахуванням співвідношень (4) і (5) граничні умови теплообміну на 
поверхнях пластини (2) набувають вигляду 
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а умови (7) запишуться як 
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Між i-м та (i+1)-м шарами розташована тепловиділяюча плівка поту-
жністю  yx,W  (   2/0 xLx   ,   2/0 yLy  ), тому в правій частині умови 
передачі теплового потоку між цими шарами варто врахувати гармоніку 
      dycoscos/4 dxyβxαyx,WLL=W lkyxk . (9) 
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Загальне число граничних умов (7) та умов сполучення (8) дорівнює 
NMM2 , кількість невідомих функцій, що залежать від часу, дорівнює 
NMM3 . Через те, що із другого і третього рівнянь (6) випливають нульові 

частинні розв'язки, змінення функцій  tb i
kl  і  tc i

kl  в часі в розвиненні (4) 
визначається їх залежністю від  ta i

kl . Отже, число невідомих функцій, яке 
дорівнює NMM3 , буде дорівнювати числу рівнянь (6) відносно  ta i

kl  
плюс число умов (7) та (8), тобто NMM3 . Коефіцієнти  tb i

kl  і  tc i
kl  визна-

чаються з умов (7) та (8) через функції  taik , що дозволяє зробити число 
рівнянь рівним числу невідомих. Одержаний розв'язок на кожному кроці 
за часом буде точно задовольняти граничні умови та умови сполучення на 
суміжних поверхнях шарів. Нестаціонарність буде відображена у тому, що 
функції  ta i

kl  визначаються з розв'язку задачі Коші (6). Інтегрування оде-
ржаної системи диференціальних рівнянь (6) здійснюємо модифікованим 
методом Тейлора [9]. 

Чисельні результати. Як чисельний приклад розглянемо нагрівання 
п’ятишарового елемента оскління з параметрами у плані 0,4=B=A  м. 
Тепловиділяючу плівку, режим роботи якої відповідає закону 
   tHW=yx,W  (  tH  – функція Хевісайда; 3500=W  Вт/м2; 

0,75// =LL=LL yyxx , див. (9)) розташуємо між першим і другим ша-
рами, що відповідає її розташуванню в шаруватих стеклах з електрообігрі-
вом для транспортних засобів. Перший, третій і п’ятий шари виконані із 
силікатного скла та з'єднані між собою шарами з полімерного матеріалу. 
Шари мають наступні теплофізичні і геометричні характеристики: 

1,6=λi  Вт/(мС), 0,75=c i  кДж/(кгС), 2500=ρi  кг/м3 ( 53,1,=i ); 
0,17=λi Вт/(мС), 1,5=c i кДж/(кгС), 1200=ρi  кг/м3 ( 42,=i ); =h1

3105  м, =h2
3103  м, =h3  2101,5  м, =h4

3102  м, =h5
2102  м. Вва-

жаємо, що початкова температура шарів дорівнює нулю. Коефіцієнти кон-
вективної теплопередачі на зовнішній і внутрішній поверхні пластини, а 
також температура зовнішнього і внутрішнього середовища є такими: 

80=α н Вт/(м2С), 25=α в Вт/(м2С), C=T o
н 20  і C=T в

20 . 

На рис. 1 подано розподіл температури вздовж товщини елемента оск-
ління в різні моменти часу в точці перетину діагоналей на площині оск-
ління 0=x : 1 – 1=t  с, 2 – 2105 =t с, 3 – 310=t с, 4 – 3105 =t с, 
5 – 410=t с. Положення тепловиділяючої плівки в пакеті шарів позначено 
штрихпунктирною лінією. При 1=t  с розподіл температури є нелінійним 
вздовж товщини шарів, що особливо помітно в третьому та п’ятому шарах. 
Із часом температурний розподіл у всіх шарах стає лінійним. У шарах, які 
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є близькими до поверхні з тепловиділяючою плівкою, спостерігається ве-
ликий градієнт температур. Починаючи з моменту часу 3105 =t с, тем-
пературне поле практично не змінюється, тобто стає стаціонарним. 

З метою підтвердження вірогідності чисельних результатів проведено 
порівняння результатів розрахунку запропонованим методом та методом 
скінченних елементів (штрихова лінія 6 на рис. 1). Ці результати добре уз-
годжуються між собою. 

 
 Рис. 1 – Розподіл температури  Рис. 2 – Розподіл темпера 
 вздовж товщини елемента тури на поверхні елемента 
 оскління оскління 

На рис. 2 наведене поле температур на поверхні із плівкою в момент 
часу 3105 =t с. Видно, що поблизу краю плівки спостерігається різке змі-
нення температури від додатних до від’ємних значень, що може викликати 
значні температурні напруження у шарах оскління. Як показало дослі-
дження розподілу температури на поверхнях оскління, на поверхні, яка 
віддалена від джерела тепла, значення температури стають дещо мен-
шими, а її розподіл по площі пластини стає більш рівномірним, що змен-
шує ризик розшарування шарів та розтріскування оскління. 

Висновки й перспективи подальших досліджень. Розроблено ме-
тод дослідження температурних полів у шаруватому осклінні транспорт-
них засобів, які виникають під нестаціонарним впливом розподіленого плі-
вкового джерела тепла. Метод дозволяє вірогідно описувати тепловий стан 
шаруватих конструкцій, що містять шари з різними теплофізичними хара-
ктеристиками.  

Розв’язання задачі в такій постановці має прикладне значення, тому 
що результати дослідження можна застосувати для аналізу ефективності 
та надійності параметрів систем обігрівання безпечного шаруватого оск-
ління літальних апаратів та наземних транспортних засобів. 
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Abstract 

CALCULATION OF THERMAL FIELDS IN 
LAMINATED GLAZING OF VEHICLES 

Smetankina N.V. 

A method for calculation of nonstationary thermal fields in a laminated 
glazing of vehicles under the effect of impulse film heat sources is offered. The 
multilayer glazing is considered as a rectangular multilayer plate made up of 
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isotropic layers with constant thickness. Convective heat transfer occurs on 
outer surfaces of the plate. The temperature on the side surface of the plate is 
zero. The equation of nonstationary thermal conduction for an arbitrary plate 
layer and boundary conditions on a lateral surface of the plate are formed on 
the basis of the variational equation of thermal balance. Distribution of temper-
ature along width each layer is presented by means of the Legendre orthonor-
malized polynomials. The problem is reduced to integration of a system of dif-
ferential equations by modified Taylor's method. As an example, we solved the 
nonstationary heat conduction problem for a five-layer glazing element of an 
airplane under heating by the film heat source. The comparative analysis of the 
temperature distribution over the element thickness with the results of finite el-
ement method is carried out. The results are well consistent with each other 
which confirms their probability. The approach offered can be used for design-
ing a safe laminated glazing under operational and emergency thermal and 
force loading in different vehicles. 

Keywords: laminated glazing, nonstationary thermal conduction, film heat 
source, reliability. 

 


