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В статье рассмотрен разработанный подход к выделению информативных признаков рукописных сим-

волов. Проведен сравнительный анализ предложенного подхода с подходом на основе доминантных 
точек. Проведены экспериментальные исследования различных методов обучения нечеткого классифи-
катора NEFCLASS и оценена их эффективность применительно к задаче распознавания рукописных 
символов. 

 
This article discusses a new approach to discovering informative patterns of handwritten symbols. A com-

parative analysis of the proposed approach with the approach based on the dominant points. An experi-
mental comparative study of three methods of training NEFCLASS Neuro-Fuzzy Classifier and evaluating their 
effectiveness applied to the problem of recognition of handwritten symbols. 

 
Введение 

Активное развитие планшетных персональ-
ных компьютеров, наблюдаемое сегодня, при-
водит к необходимости ввода данных в ЭВМ 
без использования клавиатуры. Математиче-
ские выражения составляют основную часть в 
большинстве научных и технических дисци-
плин, однако ввод математических выражений 
в ПК с помощью традиционных устройств вво-
да, таких как клавиатура и мышь, является до-
статочно сложным. Взаимодействие пользова-
теля с ПК с помощью сенсорной функциональ-
ности является наиболее естественной, простой 
и быстрой альтернативой для ввода математи-
ческих выражений в ЭВМ. 

Высокая вариативность в написании одних 
и тех же символов, и сложность определения 
структуры математических выражений затруд-
няют процесс распознавания. Центральной 
задачей проблемы онлайн распознавания руко-
писных математических выражений является 
создание эффективного метода классификации 
рукописных математических символов, цифр и 
букв. Основная сложность заключается в су-
ществовании большого количества вариаций 
написания одного и того же символа.  

Сегодня наиболее распространенными под-
ходами для классификации рукописных сим-
волов являются: алгоритмы сопоставления с 
образцом, скрытые марковские модели, алго-
ритмы на основе искусственных нейронных 
сетей. В работе [1] предложен редактор ввода 
рукописных математических выражений, поз-
воляющий пользователю вводить цифры и 
символы в любом порядке. Для распознавания 

символов, используется алгоритм соответствия 
образцу, что накладывает определенные огра-
ничения на работу с программой, в частности 
возникают трудности при работе с различными 
почерками. В [2] предложен подход, основан-
ный на скрытых Марковских моделях. Пред-
полагается, что пользователь всегда пишет вы-
ражение в определенном порядке. Например, 
при написании дроби, сначала должен быть 
написан числитель, затем дробная линия и 
знаменатель. Такое требование может быть 
легко нарушено в реальном применении из-за 
высокой изменчивости стиля написания у раз-
личных пользователей.  

В последнее время начинает активно ис-
пользоваться аппарат искусственных нейрон-
ных сетей с целью решения различных задач 
классификации. Преимуществом искусствен-
ных нейронных сетей является их способность 
к обобщению полученной информации, таким 
образом обученная на ограниченном множе-
стве выборочных данных нейронная сеть мо-
жет вернуть верный результат применительно 
к данным, которые не участвовали в процессе 
обучения. Поскольку решение об идентифика-
ции рукописных символов принимается систе-
мой распознавания в условиях неполной и не-
точной информации, можно считать подходя-
щим разработку метода распознавания на ос-
нове нечеткого нейронного классификатора, 
сочетающего в себе преимущества нейронных 
сетей и нечетких систем логического вывода. 

Целью данной статьи является рассмотрение 
разработанного подхода к выделению инфор-
мативных признаков на основе аппроксимиру-
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ющих точек и сравнительный анализ эффек-
тивности применения различных подходов к 
выделению информативных признаков для 
улучшения качества распознавания рукопис-
ных математических символов. 

 
Выделение информативных признаков 

рукописных символов 

В настоящее время одним из наиболее ши-
роко применяемых подходов к выделению ин-
формативных признаков является подход, ос-
нованный на нахождении доминантных точек 
[3][4][5]. Доминантные точки определяются по 
следующему правилу: начальная и конечная 
точки отрезка, точки локальных экстремумов, 
и точки, лежащие между точками двух типов, 
описанных выше.  Каждый отрезок состоит из 
точки касания пера, точки отрыва пера и всех 
точек лежащих между ними. На Рис.1 пред-
ставлен пример нахождения доминантных то-
чек.  

 
Рис.1 Пример нахождения  

доминантных точек 
 

В статье предлагается подход к выделению 
информативных признаков, основанный на ис-
пользовании точек ломаной аппроксимирую-
щей кривую символа, далее в статье будем на-
зывать такие точки «аппроксимирующие точ-
ки». Для нахождения аппроксимирующих то-
чек использован алгоритм Рамера - Дугласа – 
Пекера [6] [7]. Алгоритм применяется для об-
работки векторной графики и картографичес-
кой генерализации. Авторами предлагается 
применение данного алгоритма к аппроксима-
ции кривой с целью выделения информативных 
признаков. Экспериментальным путем был по-
добран коэффициент точности сглаживания 
наиболее оптимальный по соотношению между 
количеством оставляемых алгоритмом точек и 
максимальным сохранением очертания симво-
ла. На Рис. 2 представлен пример нахождения 
аппроксимирующих точек.  

В качестве классификатора используется не-
четкая нейронная сеть NEFCLASS [8].  

 
Рис.2 Пример нахождения  
аппроксимирующих точек 

 
Общий набор символов содержит строчные 

буквы латинского алфавита, наиболее часто 
встречаемые в формулах  строчные буквы гре-
ческого алфавита, цифры и специальные мате-
матические символы (Рис. 3). Отобранные сим-
волы позволяют писать тригонометрические и 
логарифмические функции, интегралы, ариф-
метические корни различной степени и др. Для 
классификации с помощью нечеткой нейрон-
ной сети NEFCLASS  рассматриваются симво-
лы, написанные без отрыва пера. Такие симво-
лы содержат один отрезок. Символы, которые 
могут быть получены из комбинации символов 
первой группы и состоят из нескольких отрез-
ков, преобразуются в один символ в процессе 
структурного анализа на этапе реконструкции 
символов.  

 
Сравнительный анализ подходов  
к выделению информативных  

признаков на основе  доминантных  
и аппроксимирующих точек 

Рассмотрим набор информативных призна-
ков [9], значения которых характеризуют руко-
писные символы математического выражения: 

1. Максимальный угол 
Для расчета данного признака найти углы 

j β , лежащие между сегментами символа, раз-

деленными  аппроксимирующими точками, и 
осью х: 

j
j

j

v
β a

|| |
rccos(

v |
x ) 




                    (1)           

где x (1,0)


, а вектор jv  определяется как: 

j i i 1v ap ap , 


 

где 2 i k(ap),1 j k(ap) 1      

 k ap  - общее количество аппроксимирующих 

точек. 
Признак максимальный угол рассчитать по 

формуле: 



126                                      Вісник НТУУ «КПІ» Інформатика, управління та обчислювальна техніка №57 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z 

= ≠ ≈ ~ < > ≥ ≤ 
+ - / \ ÷ % ! ± | 

[ ] ( ) { } 
α β γ δ ε θ λ μ ξ π ω ϕ ∂ Ω 

∀ → ∉ ∈  
∅ ∞ ∆  ∑ ∏ √ ∫ ∧ ∨ . , ; : 

 
 

 
 
 
 
 

 
Рис.3 Рассматриваемый набор символов  

для написания рукописных математических выражений 

2. Среднее значение углов 
Используя формулу (1) найти углы j β . Вы-

числить разность между расположенными по-
следовательно углами j β как  

1n j j     ,                      (2)     

где 2 j k(a )p  , 
Тогда признак среднее значение углов мож-

но рассчитать по формуле: 
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3. Прямолинейность 
Рассчитать значения углов nφ  по формуле 

(2). Значение признака прямолинейность опре-
делить как отношение количества всех  | |n   

к общему количеству nφ . 

4. Топология 
Общее количество раз, где последователь-

ность, состоящая из nφ  изменяет знак с плюса 

на минус и с минуса на плюс.  
5. Гистограмма углов 
Разобьем координатную плоскость на во-

семь секций по 45 градусов каждая. Каждый 
угол j β  найденный по формуле (1) лежит в 

одной из восьми полученных секций. Для 

нахождения гистограммы углов i-той секции 
разделить количество углов, попавших в эту 
секцию на общее количество углов: 

   
,    1, ,8

  i

кол во угловсекции i
ГУ i

общеекол во углов


  


 

6. Площадь сегментов 
Для расчета данного признака найти векто-

ра: 

1 1,i iu ap ap 


 

2 1,i iv ap ap 


 

2 1,i i ia ap ap  


 

где 1 i k(ap) 2    
Площадь сегментов вычислить по формуле: 
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Для проведения сравнительного анализа 
подходов на основе доминантных и аппрокси-
мирующих точек был проведен ряд экспери-
ментов нечеткой нейронной сети NEFCLASS с 
различными алгоритмами обучения парамет-
ров функций принадлежности. С помощью 
рукописного ввода была создана выборка для 
обучения, состоящая из 280 рукописных сим-
волов. Для каждого символа были получены 

Цифры 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
Латинские 
буквы 

a b c d e g h k m n 
o p q r s u v w y z 

Скобки [ ] ( ) { }  
Греческие 

 буквы α β γ δ ε λ μ ξ ω ϕ ∂ Ω

Другие  
символы 

∞ ∆  ∑ ∏ √ ∫ ∧ ∨ . ,  
+ - / \ | ~ < >     

Вспомогатель-
ные штрихи ȷ ɭ ⌠  

± ∀ ! f 
i j t k 
∅ ∉ ∈ ÷ 
x + = ≠ 
≈ ≥ ≤ %
: θ π z 
→ 7   

На этапе распознавания рассматриваются символы, написанные без 
отрыва пера

На этапе структурного 
анализа реконструируются 
символы, состоящие из 
нескольких отрезков 
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значения информативных признаков каждым 
из исследуемых подходов. 

Входам нейронной сети NEFCLASS соот-
ветствуют тринадцать информативных призна-
ков, выходам – 70 символов, подлежащих клас-
сификации.  

Рассмотрим способ формирования базы пра-
вил. Каждое правило имеет следующий вид: 

Если  1х  является 1µ , 2х  является 2µ , …,  

13х  является 13µ ,   

то образец 1 13(х , ,  х )  принадлежит классу 
i;  

где 1   70i  . 
Для обучения параметров функций принад-

лежности были выбраны три различных алго-
ритма обучения [10]:  

– градиентный алгоритм,  
– алгоритм сопряженных градиентов,  
– генетический алгоритм.  
Для обучения используется гауссова функ-

ция принадлежности: 

 
2

x c
x exp


     
   

 

На Рис.4 показана зависимость погрешности 
от количества пройденных итераций по каждо-
му методу обучения для нейронной сети 
NEFCLASS со значениями информативных 
признаков, полученными с помощью подхода 
на основе аппроксимирующих точек. По ре-
зультатам экспериментов можно отметить, что 
алгоритм сопряженных градиентов сходится 
значительно быстрее двух других алгоритмов 
обучения к ошибке, которая ниже установлен-
ного порога. Генетический алгоритм сходится 
намного медленнее и характеризуется этапным 
улучшением погрешности. Установленный по-
рог был равен 0.07. 

Тестирование обученной нейронной сети 
проведено на проверочной выборке, состоящей 
из 140 рукописных символов. На Рис.5 приве-
дены результаты классификации, значения ин-
формативных признаков были получены с по-
мощью двух исследуемых подходов.

 
Рис.4 Графическое представление зависимости погрешности 

 от пройденных итераций для различных алгоритмов обучения 
 

 

Рис.5 Процент ошибочно классифицированных образцов  
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Учитывая полученные результаты, можно 

сказать, что нечеткий классификатор 
NEFCLASS обученный с помощью генетиче-
ского алгоритма и со значениями информатив-
ных признаков, полученными с помощью ап-
проксимирующих точек, имеет наименьший 
показатель по количеству ошибочно классифи-
цированных символов (7,56%). Далее следует 
алгоритм сопряженных градиентов обучения 
параметров функций принадлежности нейрон-
ной сети (11,20%). Наихудший показатель име-
ет градиентный алгоритм обучения со значени-
ями информативных признаков, полученными с 
помощью доминантных точек, 27,50% ошибоч-
но классифицированных символов. 

 
Выводы 

В статье был рассмотрен подход к выделе-
нию информативных признаков рукописных 
символов, основанный на использовании точек 
ломаной аппроксимирующей кривую символа, 
который позволяет с минимальным количе-
ством точек максимально сохранить очертания 
символа 

Проведен сравнительный анализ подхода на 
основе аппроксимирующих точек и существу-
ющего подхода на основе доминантных точек. 
Построен нечеткий классификатор NEFCLASS 
с тремя алгоритмами обучения: генетическим, 
градиентным и алгоритмом сопряженных гра-
диентов. По результатам экспериментов 
наилучшее качество распознавания было полу-
чено при обучении нейронной сети с помощью 
генетического алгоритма обучения. Процент 
ошибочно классифицированных образцов со-
ставил 7,56% при использовании подхода на 
основе аппроксимирующих точек и 12,20% при 
использовании подхода на основе доминантных 
точек.  

Установлено, что для повышения качества 
распознавания рукописных символов целесо-
образно применять генетический алгоритм 
обучения параметров функций принадлежности 
на этапе первичного обучения системы и алго-
ритм сопряженных градиентов на этапе дообу-
чения системы для улучшения временных по-
казателей.  
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