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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ХАРАКТЕРИСТИК РІЗНОРОЗМІРНОГО 
КУЛЬОВОГО НАВАНТАЖЕННЯ МЛИНА ПЕРШОЇ СТАДІЇ ПОДРІБНЕННЯ 
ВИХІДНОЇ РУДИ 

Мета. Метою роботи є математичне моделювання різнорозмірного кульового навантаження млина першої ста-
дії подрібнення руди для удосконалення механізму впливу на сумарні характеристики при досягненні його оптима-
льного раціонного значення, що забезпечує найвищу продуктивність. 

Методи дослідження. Базувалися на теорії математичного моделювання, теорії спрацювання куль, побудови 
характеристик кульового навантаження, режимів роботи кульових млинів, теорії та практиці раціонного дованта-
ження куль у технологічні агрегати. 

Наукова новизна. Полягає в тому, що удосконалено механізм впливу на сумарні характеристики різнорозмір-
ного кульового навантаження млинів, що дає можливість більш ефективно досягати його оптимального раціонного 
значення, яке забезпечує найвищу продуктивність технологічного агрегату за готовим продуктом. 

Практична значимість. Полягає в тому, що відкривається перспектива більш швидкого отримання обґрунто-
ваної за параметрами сумарної характеристики кульового навантаження і спрощення вартісних експериментальних 
досліджень щодо забезпечення підвищення максимальної продуктивності технологічного агрегату за готовим про-
дуктом. 

Результати. Встановлено, що при виборі характеристики кульового навантаження необхідно враховувати ре-
жим роботи млина. Характеристики крупності розглядалися при чотирьох початкових розмірах куль, однак їх мож-
ливо брати і більше. Більше п’яти початкових розмірів куль на практиці не використовують. При виборі складу куль, 
що претендує на оптимальний раціонний, необхідно характеристику розпочинати з максимального розміру кулі та 
розташовувати її практично паралельно ідеалізованій та реальній характеристиці, що відповідає обраному режиму 
роботи, Початкові характеристики визначають характер сумарних характеристик. Рівномірність розташування S-
подібних сумарних характеристик відносно ідеалізованих залежить від положення останніх. Змінюючи положення 
початкових характеристик кульового навантаження млина, можливо впливати на сумарні характеристики. Вибір 
початкових характеристик кульового навантаження млина відрізняється широкими можливостями. На них можливо 
впливати вибором максимального розміру кулі у кульовому навантаженні, кількості обраних розмірів куль, процен-
тного вмісту обраних молольних тіл у навантаженні. Це дозволяє виконати правильний вибір первинного кульового 
навантаження млина, який необхідно підтвердити експериментальною перевіркою щодо забезпечення максимальної 
продуктивності за готовим продуктом. 

Ключові слова: різнорозмірне кульове навантаження; ідеалізована, початкова, сумарна характеристики; моде-
лювання 
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Проблема та її зв’язок з науковими та практичними завданнями. Проблемою гірничо-
видобувних галузей є завищена собівартість залізного концентрату в наслідок значних переви-
трат електроенергії, куль і футеровки, особливо в перших стадіях подрібнення руди. На цю 
проблему постійно звертається увага в Урядових документах, її розробляють наукові колекти-
ви. Зокрема, вона знаходить відображення і в науковій тематиці Центральноукраїнського наці-
онального технічного університету у вигляді держбюджетних тем «Оптимізація продуктивності 
кульових млинів по руді і готовому продукту при мінімальних енергетичних і матеріальних 
перевитратах» (0115U003942), «Комп’ютеризована система ідентифікації завантаження кульо-
вого млина при управлінні подрібненням руди» (0109U007939). Однією з важливих причин 
такого положення є неоптимальність і нестабільність кульового навантаження в млинах першої 
стадії подрібнення руди. Оскільки ця задача не розв’язана, тема даної статті є актуальною. 

Аналіз досліджень і публікацій. Покращенням показників роботи першої стадії подріб-
нення займалися давно як в нашій країні, так і за кордоном в основному автоматизацією техно-
логічних процесів, що видно, наприклад, з наукових праць [1-7], однак така робота продовжу-
ється і в теперішній час. Наприклад, в роботі [8] показано, що автоматизація першої стадії под-
рібнення, класифікації і магнітної сепарації є реальним шляхом підвищення ефективності зба-
гачення залізних руд. В роботі [9] вказано на відсутність надійних засобів контролю необхідної 
точності та значну їх вартість. Ефективні ультразвукові інформаційні засоби [10], створені в 
останні роки, можуть вимірювати крупність руди та інші технологічні параметри. Не дивлячись 
на це, не вдалося ефективно розв’язати задачу стабілізації роботи кульового навантаження 
млина. Розвивався також і практичний підхід стабілізації кульового навантаження млинів. До-
ведено, що найвищу продуктивність кульового млина можливо досягти при заповненні бараба-
на кулями на 50% [11]. Встановлено, що суміш куль різного розміру більш продуктивна порів-
няно з однаковими тілами. Вона забезпечує на 10…15% більш високу продуктивність [12]. Ра-
хують, що існує оптимальна характеристика крупності кульової суміші, що забезпечує макси-
мальну продуктивність. Максимальний розмір молольних тіл і характеристику їх крупності 
уточнюють експериментальним шляхом [5]. Є приклади підбору суміші куль для конкретних 
технологічних агрегатів, умов їх роботи і матеріалу [11, 13, 14]. Якщо забезпечити стабілізацію 
оптимального кульового навантаження, то у країнах з розвинутою гірничо-видобувною проми-
словістю можливо економити мільярди грошових одиниць на рік [15]. Однак нині теоретично 
не розроблені прийоми визначення початкової оптимальної характеристики крупності куль, її 
стабілізації в процесі роботи шляхом додавання нових молольних тіл на зміну спрацьованим. 

Постановка завдання. Метою роботи є математичне моделювання різнорозмірного кульо-
вого навантаження млина першої стадії подрібнення руди для удосконалення механізму впливу 
на сумарні характеристики при досягненні його оптимального раціонного значення, що забез-
печує найвищу продуктивність. 

Викладення матеріалу та результати. При подрібненні руди в кульових млинах спрацьо-
вуються як кулі, так і футеровка. Кулі спрацьовуються більш інтенсивно порівняно з футеров-
кою, тому її замінюють наближено один раз у півроку, а молольні тіла додають у млин в проце-
сі роботи. Спрацювання молольних тіл залежить від ряду факторів – подрібнюваного матеріа-
лу, матеріалу та способу виготовлення, розмірів, маси куль, швидкості обертання барабана, 
характеристики подрібнюваного матеріалу, типу футеровки, густини пульпи та інше. Втрата 
матеріалу в кулях відбувається в основному за рахунок стирання їх поверхні, що приводить до 
зменшення діаметра. Практикою встановлено, що спрацювання куль пропорційне витраті кори-
сної енергії, яка споживається кульовим млином. Однак інколи спрацювання куль відносять і 
до тони подрібненої руди. Цей показник достатньо ефективний за умов незмінності технологі-
чного різнотипу руди і її характеристики крупності. 

Відомо кілька гіпотез закономірності спрацювання куль у млинах, які узагальнив 
К.О. Разумов [11], запропонувавши швидкість спрацювання куль визначати відповідно рівнянню 

m
kkD

dt
dG

 , (1) 

де G – початкова маса кулі, кг; k – коефіцієнт пропорціональності; t – тривалість спрацювання; 
Dk – початковий діаметр кулі, см; m – величина, що змінюється в залежності від режиму роботи 
млина в межах 2…3. 
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У залежності (1) т=2 при каскадному режимі роботи, що відповідає спрацюванню поверх-
ні. У водоспадному режимі т=3, оскільки спрацювання куль відбувається пропорціонально їх 
масі. У змішаних режимах роботи показник т приймає значення дещо більші 2 і дещо менші 3. 

З рівняння (1) слідує, що при початковому завантаженні млина молольним середовищем 
одного розміру і в процесі роботи довантаженні його тілами того ж розміру, після спрацювання 
початкового молольного навантаження в технологічному агрегаті створиться суміш куль різних 
розмірів, склад яких відповідає закономірності їх спрацювання. Цей склад молольних тіл збері-
гається незмінним в процесі роботи млина, але в ньому переважають крупні кулі. Тому така 
характеристика кульового навантаження не забезпечує оптимальної продуктивності [16].  

Відповідно (1) можливо для характеристики кульового навантаження за плюс D записати 
рівняння [11] 

n
k
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k
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100 , %, (2) 

де Z – вихід куль певного розміру; Dk – максимальний діаметр кулі; D – діаметр кулі, що розг-
лядається. 

У рівнянні (2) D < Dk, n=6-m [11]. Цю залежність використовують для побудови характери-
стики крупності молольного середовища після зносу початкового навантаження кульового 
млина. 

Відомо, що для кожної крупності матеріалу з певною подрібнюваністю можливо підібрати 
характеристику крупності кульової суміші, яка забезпечує найбільш високу продуктивність мли-
на. Це здійснюють дослідним шляхом, однак нині накопичені і певні практичні рекомендації що-
до створення таких кульових навантажень. В останні роки склалася тенденція більш дрібно под-
рібнювати руду в дробильному відділенні збагачувальної фабрики і в кульові млини подавати 
матеріал крупністю близько 13 мм. Наприклад, на одній з вітчизняних збагачувальних фабрик 
вихідна руда має середньозважену крупність 10,10 мм, 9,74 мм, 7,97 мм, 8,51 мм [17]. Експери-
ментально встановлено [11] оптимальне раціонне початкове значення кульового навантаження 
при подрібненні твердої руди крупністю 13 мм до 0,2…0,3 мм у наступному ваговому складі: 
кулі 90 мм (32%), 75 мм (27%), 65 мм (23%), 50 мм (18%). Це кульове навантаження можливо 
прийняти як оптимальне і при подрібненні руди вказаних розмірів у кульовому млині МШЦ 
4,56,0. 

Рис.1. Проміжні характеристики крупності кульового на-
вантаження млина: 1 – при крупності 90 мм; 2 – початкового 
навантаження з куль чотирьох розмірів; 3 – усталеного наван-
таження при повному спрацюванні початково завантажених 
куль максимального розміру; 4 – ідеалізована сумарна, до якої 
прагне характеристика 2 при повному спрацюванні різнорозмі-
рного початкового навантаження 

Вказана характеристика крупності кульового 
навантаження млина забезпечує найбільшу продук-
тивність при даних розмірах молольних тіл, тобто 
без спрацювання. В процесі роботи кулі усіх розмі-
рів будуть спрацьовуватися, а характеристика змі-
нюватися. Порівняємо її з більш простим випадком, 
коли кульове навантаження складене з однакових 

максимальних куль 90 мм. Характеристика крупності такого кульового навантаження буде по-
дана точкою 1 на рис.1, а оптимального змішаного – графіком 2. Якщо однорозмірне вихідне 
кульове навантаження, поповнюючись такими ж кулями 90 мм, повністю спрацюється, харак-
теристику крупності молольного середовища млина можливо визначати відповідно залежності 
(2). Вона, розрахована за виразом (2), зображена на рис.1 кривою 3. Дана характеристика є опу-
клою і достатньо добре схожа на характеристику 2, притаманну початковому оптимальному 
кульовому навантаженню. Як стверджує Д.К. Крюков [16], характеристика 3 не забезпечує оп-
тимальних показників кульового млина, оскільки в такому молольному середовищі не вистачає 
дрібних і середніх куль. Ідеалізована характеристика 4, що з’єднує граничні точки залежності 3, 
відповідає оптимальному складу кульового навантаження, оскільки відрізняється рівномірним 
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вмістом куль від самих дрібних до самих крупних. Виходячи зі сказаного, характеристика 2, що 
відповідає оптимальному складу куль, також не забезпечує найкращих показників роботи ку-
льового млина. При спрацюванні вихідного різнорозмірного кульового навантаження і його 
компенсації кулями такого ж розміру, характеристика 2 своїми кінцями примкне до точок з 
граничними крупностями. Далі, досягнувши усталеної крупності за складом куль, вона займе 
наближене до характеристики 4 місце. 

Кульові млини можуть працювати у каскадному, водоспадному та змішаних режимах ро-
боти, що визначається показником m в залежності (2). Збільшимо максимальне значення розмі-
ру кулі до 100 мм і відповідно (2) побудуємо характеристики крупності усталеного кульового 
навантаження, показані на рис.2, при різних режимах роботи технологічного агрегату. 
З’єднавши граничні точки залежностей між собою, отримаємо ідеалізовану усталену характе-
ристику 7 кульового навантаження. Порівнюючи характеристику 4 (рис.1) і характеристику 7 
(рис.2), помічаємо, що друга характеристика 7 більш похила і має більш широкий діапазон змі-
ни крупності куль. Характеристики 1-6 (рис.2) – опуклі, в них переважають крупні кулі. Вони 
суттєво віддалені від ідеалізованої характеристики 7, однак характеристика 6 водоспадного 
режиму є найбільш наближеною. Тобто, при виборі характеристики кульового навантаження 
необхідно враховувати режим роботи млина. З іншого боку, збільшення максимального діамет-
ра кулі дозволяє змінювати нахил ідеалізованої характеристики крупності і по можливості за-
безпечувати більш широкий набір розмірів молольних тіл. При виборі складу куль, що претен-
дує на оптимальний раціонний, необхідно характеристику розпочинати з максимального розмі-
ру кулі та розташовувати її практично паралельно ідеалізованій та реальній характеристиці, що 
відповідає обраному режиму роботи. 

Рис.2. Характеристики крупності усталеного ку-
льового навантаження млина при початковому заван-
таженні кулями максимального розміру 100 мм в різ-
них режимах роботи при: 1 – m=2 (каскадний); 2 – 
m=2,2; 3 – m=2,4 ; 4 – m=2,6; 5 – m=2,8 (змішані); 6 – 
m=3 (водоспадний);  7 – ідеалізована характеристика 
крупності 

Результуюча характеристика змішаного 
кульового навантаження є наслідком частко-
вих характеристик окремих куль відповідно їх 
розмірам. Такі характеристики визначаються 
виразом (2). Оскільки вони залежать від пока-
зника m, то будуть дещо відрізнятися при 
різних режимах роботи кульового млина. Ці 
часткові характеристики дозволяють отрима-
ти сумарну характеристику крупності, що 
характеризує все кульове навантаження мли-
на в усталеному режимі роботи, коли почат-

кові молольні тіла повністю зносяться. Дослідимо отримання усталеного кульового навантаження 
на прикладі кульового млина МШЦ 4,56,0, який має робочий об’єм 81 м3 і працює у водоспад-
ному режимі. При 50% заповненні барабана об’єм, зайнятий молольним середовищем, складає 
40,5 м3, а безпосередньо кулями при різних розмірах – 0,62 загального простору, тобто 25,11 м3. 
Об’ємна вага сталевих куль в даному випадку дорівнює 4,8 т/м3, а маса кульового навантаження у 
млині – 194,4 т. Дана маса куль в усталеному режимі розподіляється відповідно початковому 
завантаженню. Тоді кулі, які відповідають найбільшому розміру 90 мм, мають масу 62,2 т, діа-
метр яких дорівнює 75 мм – 52,5 т, 65 мм – 44,7 т, 50 мм – 35,0 т. 

Відповідно оптимальному раціонному складу куль з розмірами 90, 75, 65 і 50 мм за (2) по-
будовані частинні характеристики крупності усталеного кульового навантаження млина, які 
дозволяють визначити відносний склад куль за розміром у процентах, що відповідає кожному 
типу молольних тіл. За розрахунками за (2) знайдено відносний склад куль відносно кожного їх 
розміру у сумарному навантаженні, що дозволяє отримати сумарну характеристику крупності 
усталеного кульового навантаження технологічного агрегату. 

Сумарна характеристика крупності куль в усталеному навантаженні млина показана на 
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рис.3 (крива 2). Ідеалізована характеристика крупності кульового навантаження на цьому ж 
рисунку показана прямою 1. З рис.3 видно, що характеристика 2 має S-подібну форму і розта-
шована відносно ідеалізованої характеристики 1. Прямолінійна характеристика 1 відповідає 
рівномірній крупності молольних тіл у складі навантаження технологічного агрегату. Опукла 
ділянка характеристики 2 свідчить про те, що в розмірі куль від 0 до 65 мм переважають більш 
крупні тіла. Увігнута ділянка характеристики 2 підкреслює переважання в кульовому наванта-
женні 65…90 мм більш дрібних куль. Як видно з рис.3, відмічені ділянки є несиметричні з пе-
ревагою на більш крупні тіла. 

Рис.3. Характеристики крупності кульового 
навантаження млина при змішаному розмірі 
молольних тіл: 1 – ідеалізована при максималь-
ному діаметрі кулі 90 мм; 2 – сумарна, що відпо-
відає кульовому навантаженню з максимальним 
діаметром 90 мм, яке забезпечує найкращу про-
дуктивність; 3 – ідеалізована при максимальному 
діаметрі кулі 100 мм;  4 – сумарна, що відповідає 
більш крупному складу молольного середовища; 
5 – початкова характеристика кульового наван-
таження млина при збільшеній до 100 мм круп-
ності куль 

Дослідимо структуру усталеного 
кульового навантаження млина при 
більш крупних максимальних діаметрах 
куль. Приймемо найбільший розмір кулі 
100 мм, останні розміри залишивши 
незмінними. Нехай вагова частка куль 
діаметром 100 мм складає 32%, діамет-

ром 75 мм – 35%, діаметром 65 мм – 18%, діаметром 50 мм – 15%. Тоді загальна маса куль 
194,4·103 кг розподілиться наступним чином: кулі 100 мм – 62,21·103 кг, 75 мм – 68,04·103 кг, 
65 мм – 34,99·103 кг, 50 мм – 29,16·103 кг. Дані складу куль у навантаженні млина в усталеному 
режимі роботи молольного середовища при більших початкових розмірах визначені за форму-
лою (2). Характеристика крупності усталеного кульового навантаження наведена на рис.3 (кри-
ва 4), де також показана ідеалізована характеристика 3, що відповідає кульовому навантаженню 
зі збільшеною до 100 мм величиною крупних куль. В діапазоні зміни розміру куль 0…65 мм 
(крива 4) переважають більш крупні молольні тіла, а в діапазоні 65…100 мм – більш дрібні. В 
цілому S-подібна характеристика 4 стає більш рівномірною. Тому такий усталений склад куль 
може виявитися більш ефективним в певних умовах подрібнення руди. Як видно, характерис-
тика 4 усталеного кульового навантаження млина відповідає початковій характеристиці 5 ку-
льового навантаження. 

Порівнюючи рис. 1 і рис. 3, робимо висновок, що початкові характеристики 2 (рис.1) і 5 
(рис.3) визначають характер сумарних характеристик 2 і 4 (рис.3). Тому, змінюючи положення 
початкових характеристик кульового навантаження млина, можливо визначати сумарні харак-
теристики, а провівши промислові випробування – ефективність подрібнення певного техноло-
гічного різнотипну руди.  

Вибір початкових характеристик кульового навантаження млина відрізняється широкими 
можливостями. Перш за все враховують режим роботи технологічного агрегату, оскільки його 
визначено першочергово і він впливає на характеристики крупності, що характеризують уста-
лене кульове навантаження млина, які дещо змінюються, як це видно з рис.4. Характеристики 
крупності розглядалися при чотирьох початкових розмірах куль, однак їх можливо брати і бі-
льше, як показано на рис.4. Нині формується на практиці тенденція збільшення максимального 
розміру куль навіть до 120 мм. Більше п’яти початкових розмірів куль не використовують. Зна-
чні можливості криються і в процентному складі початкового навантаження молольного сере-
довища. Як видно, ці заходи в широких межах можуть змінювати положення і форму сумарної 
характеристики усталеного кульового навантаження млина. Залишається лише експеримента-
льною перевіркою встановити найкращий вид характеристики, що забезпечує максимальну 
продуктивність технологічного агрегату за готовим продуктом. 
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Рис.4. Характеристики крупності, що характеризують усталене кульове навантаження млина  
у водоспадному режимі (а) і змішаному режимі роботи млина (б) при m=2,8 

Висновки та напрямок подальших досліджень. В роботі на основі відомої теоретичної 
залежності К.О. Разумова щодо швидкості спрацювання куль в млинах, виразу для характерис-
тики кульового навантаження та даних практичного досвіду виконано математичне моделю-
вання сумарних характеристик крупності усталеного оптимального раціонного кульового нава-
нтаження млина при змішаному розмірі молольних тіл. 

Встановлено, що при виборі характеристики кульового навантаження необхідно врахову-
вати режим роботи млина. Характеристики крупності розглядалися при чотирьох початкових 
розмірах куль, однак їх можливо брати і більше. Більше п’яти початкових розмірів куль на 
практиці не використовують. При виборі складу куль, що претендує на оптимальний раціон-
ний, необхідно характеристику розпочинати з максимального розміру кулі та розташовувати її 
практично паралельно ідеалізованій та реальній характеристиці, що відповідає обраному режи-
му роботи. Початкові характеристики визначають характер сумарних характеристик. Рівномір-
ність розташування S-подібних сумарних характеристик відносно ідеалізованих залежать від 
положення останніх. Змінюючи положення початкових характеристик кульового навантаження 
млина, можливо впливати на сумарні характеристики. Вибір початкових характеристик кульо-
вого навантаження млина відрізняється широкими можливостями. На них можливо впливати 
вибором максимального розміру кулі у кульовому навантаженні, кількості обраних куль та 
процентного вмісту обраних молольних тіл у навантаженні. Це дозволяє виконати правильний 
вибір первинного кульового навантаження млина, який необхідно підтвердити експеримента-
льною перевіркою щодо забезпечення максимальної продуктивності за готовим продуктом. 

Наукова новизна роботи полягає в тому, що удосконалено механізм впливу на сумарні ха-
рактеристики різнорозмірного кульового навантаження млина, що дає можливість більш ефек-
тивно досягати його оптимального раціонного значення, яке забезпечує найвищу продуктив-
ність технологічного агрегату за готовим продуктом. 

Практична цінність роботи полягає в тому, що відкривається перспектива більш швидкого 
отримання обґрунтованої за параметрами сумарної характеристики кульового навантаження і 
спрощення вартісних експериментальних досліджень щодо підтвердження забезпечення мак-
симальної продуктивності технологічного агрегату за готовим продуктом. 

Перспективою подальших досліджень є розробка підходів отримання ідеалізованої характе-
ристики кульового навантаження млина, яка б при певній початковій характеристиці кульового 
навантаження забезпечувала б найкраще сходження сумарної та ідеалізованої характеристик. 
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ВИМІРЮВАНЬ У ВИРОБКАХ З МЕТАЛЕВИМ АРОЧНИМ КРІПЛЕННЯМ 

Мета. Метою роботи є вдосконалення традиційної методики проведення натурних вимірювань в шахтних умо-
вах, що дозволяє зменшити трудомісткість операцій, підвищує безпеку виконання робіт та точність визначення по-
точних геометричних параметрів металевого арочного кріплення. 

Методи. Розглянуті методики шахтних досліджень, що використовують для комплексної оцінки стану гірничої 
виробки, приконтурного масиву порід, деформацій металевого рамного кріплення та напрямки їх вдосконалення. 
Для визначення переваг методик та приладів, що застосовують при проведенні шахтних досліджень, використані 
методи узагальнення, аналізу та оцінки їх організаційних та технологічних показників. 

Наукова новизна. Запропонована спрощена методика визначення площі поперечного перерізу виробки для до-
слідження закономірностей зміни її величини у часі або за довжиною виробки під впливам зовнішніх навантажень. 

Практична значимість. Запропонований комплекс обладнання, новий пристрій та технологія проведення ви-
мірів у виробці дозволяють підвищити безпеку виконання робіт, збільшують точність вимірювань, істотно зменшу-
ють їх трудомісткість, дають можливість виконання вимірів однією людиною. Аналіз отриманих результатів дозво-
ляє об'єктивно оцінити поточний стан металевого кріплення виробки, оперативно визначити причини та ступінь її 
деформації, обґрунтувати раціональні способи підвищення стійкості виробок, закріплених металевим або рамно-
анкерним кріпленням. 

Результати. Розроблений пристрій для виміру геометричних параметрів внутрішнього контуру виробки та удо-
сконалена методика проведення інструментальних вимірювань для виробок з металевим арочним кріпленням. За-
пропонована спрощена методика визначення поточного поперечного перерізу виробки з металевим арочним кріп-
ленням. Виконана оцінка методів проведення шахтних інструментальних досліджень за різними параметрами. Ви-
значені їх недоліки і переваги. Наведені результати шахтних випробувань запропонованого пристрою та методики 
проведення натурних досліджень. За результатами комплексу виконаних робіт отриманий патент на корисну модель, 
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