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Постановка проблеми. Категорія S -полігонів ширша, ніж категорія 

R -модулів. Але багато результатів, які стосуються цих категорій, володіють 

певною аналогією. У категорії R -модулів дуже активно досліджуються 

фільтри [1], які побудовані за допомогою ідеалів. Тому потрібно 

досліджувати квазіфільтри конгруенцій над напівгрупою S  та скрути в 

категорії S -полігонів. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У 1983 році Дж. Людеман 

[5] увів до розгляду основні поняття, пов’язані зі скрутами в категорії            

S -полігонів, за аналогією з існуючою теорією скрутів у категорії                          

R -модулів. Сьогодні теорія скрутів для S -полігонів стрімко розвивається, 

про що свідчать хоча б публікації [7–9] та монографія [3]. 

Постановка завдання. Опишемо структуру ґратки квазіфільтрів над 

групою з одиницею. 

Виклад основного матеріалу. Надалі, якщо не сказано протилежне, 

літера S  позначатиме фіксований моноїд. Введемо означення, які необхідні 

для формулювання результатів. 

Означення 1. Нехай S  – моноїд і A   множина. Назвемо множину 

A  лівим полігоном над S , якщо задано таке відображення : S A A   , 

   , ,s a sa s a  , що виконуються умови: 

1) 1a a ; 

2)    st a s ta  для всіх a A , ,s t S .  

Аналогічно визначається правий S -полігон A  і в позначеннях це 

відображається так: SA  – правий; S A  – лівий полігони. Вживаємо 

скорочений термін ,, S -полігон’’, якщо відомо, яку операцію вибрано на 

ньому.  

Зауважимо, що замість терміна ,, S -полігон’’ іноді вживається один із 

таких: S -множина, S -операнда, S -дія, S -система, S -автомат тощо. 

Означення 2. Нехай S A  та S B  – ліві S -полігони. Відображення 

:S Sf A B  називається гомоморфізмом S -полігонів A  та B , якщо вико-



нується    f sa sf a  для будь-яких s S  та a A . Категорію лівих S -

полігонів позначатимемо S Act . 

Означення 3. Нехай   відношення еквівалентності на S . Тоді   

називається лівою конгруенцією на S , якщо з умови a b  випливає sa sb  

для всіх s S . Аналогічно визначається права конгруенція. 

Множину всіх конгруенцій на S  позначимо через  Con S . Ця 

множина насправді є ґраткою стосовно об’єднання і перетину конгруенцій 

[6]. Найменшу конгруенцію позначимо через  , де   ,a b S S a b     , 

найбільшу – 1S , де 1S S S  . 

Означення 4. Квазіфільтром моноїда S  називається підмножина E  з 

 Con S , яка задовольняє умови:  

1) якщо E  і  Con S  , тоді E ; 

2) з умови E  випливає  : s E   для всіх s S . 

3) якщо E  і  Con S  таке, що  : s ,  : t  належать до E  для 

всіх  ,s t  , тоді E . Таку множину E  називають 

квазіфільтром.  

Позначатимемо множину усіх квазіфільтрів лівих конгруенцій 

моноїда S  через .filqS   На цій множині задамо дві операції   та . Ці 

операції називатимемо перетином і об’єднанням квазіфільтрів. Нехай задано 

два квазіфільтри 
1E  та 2E . Тоді перетин задається так: 

}. та{ 2121 EEEE   

Операцію об’єднання визначаємо як: 21 EE   – це найменший 

квазіфільтр, який містить квазіфільтри 
1E  та 2E . 

Множина filqS   з операціями перетину і об’єднання утво-

рюватиме ґратку. Найменший квазіфільтр – , який міститиме універсальну 

конгруенцію SS , а найбільший – E , який міститиме діагональну 

конгруенцію }),{( baba   для всіх Sa . Ці два квазіфільтри 

називатимемо тривіальними. Усі інші – нетривіальні. 

Структури ґраток лівих конгруенцій моноїда досліджували у [2] та 

[4]. Автори показали, що ґратка квазіфільтрів лівих конгруенцій 

двоелементна, тобто містить лише тривіальні квазіфільтри, якщо моноїд S  

буде досконалим. 



Теорема. Якщо моноїд S  буде групою з одиницею, то ґратка квазі-

фільтрів лівих конгруенцій міститиме нетривіальні квазіфільтри, якщо ця 

група матиме ланцюг нормальних підгруп, який не обривається.  

Зрозуміло, що утворювати підгрупи має ланцюг стосовно звичайного 

включення. 

Якщо група міститиме лише один ланцюг нормальних підгруп, тоді 

ґратку квазіфільтрів лівих конгруенцій можна зобразити за допомогою 

діаграми: 





E

E

 

де E – нетривіальний квазіфільтр, який побудований за допомогою 

нормальних підгруп. 

Для напівгрупи лівих головних ідеалів структуру ґратки досліджува-

ли в [4]. Також було показано, що ґратка квазіфільтрів напівгрупи лівих 

головних ідеалів буде п’ятиелементною, тобто матиме три нетривіальні 

квазіфільтри.  

Висновки. Отримано описання квазіфільтрів конгруенцій над                   

групою з одиницею. Результати можна використовувати в подальшому                 

дослідженні ґратки квазіфільтрів над кліфордовими напівгрупами, які є                

об’єднанням груп. 
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