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Розділ	1 

 

Przy analizie przekroju belki przyjęto założenie 
o płaskich przekrojach (patrz Rys. 3, b). Oznaczając 
przez z odległość punktów od osi obrotu przekroju 
(śladem tej osi na płaszczyźnie jest punkt O), 
przemieszczenia u(z) określa znana zależność: u(z) = φz,                         (2) 
gdzie φ jest kątem obrotu przekroju. Po obustronnym 
zróżniczkowaniu wyrażenia (2) względem zmiennej X 
(zmiennej przestrzennej wzdłuż osi belki) uzyskuje 
się wzór: = z.                           (3) 

Ponieważ ∂u/ ∂X = ε – odkształcenia, a ∂φ/ ∂X = κ – krzywizna belki, zależność (3) zapisać 
można następująco: ε = κz.                                (4) 

Wzór (4) graficznie przedstawiono na Rys. 3, c, 
na którym oznaczono odkształcenia charakterys-
tycznych punktów przekroju. W dalszej części pracy 
stosowane będzie również alternatywne oznaczenie 
krzywizny κ = 1/r, gdzie r jest promieniem 
krzywizny. 

Naprężenia ściskające wyznaczono z prostego 
przekształcenia wzoru (1)	. Po podstawieniu zależ-
ności (4) otrzymano następującą zależność: σ (z) = ( )( ) f .                 (5) 

Kolejnym krokiem jest obliczenie F  – 
wypadkowej naprężeń ściskających σ = σ  w 
betonie oraz z  – odległości tej wypadkowej od 
punktu O, dookoła którego następuje obrót przekroju 
poprzecznego, jednocześnie odległości siły F  od osi 
obojętnej przekroju (patrz Rys. 3, d). We 
wcześniejszej pracy [8] wielkości te były obliczane na 
drodze całkowania numerycznego, jednak sposób ten 
okazał się mało wydajny. Zdecydowano się w 
związku z tym na analityczne wyznaczenie wartości F  i z . Wielkości te przyjmują postać: F = σ dz = ( ) κx(k − 2)(2ε (k − 1) −−κx(k − 2) + 2ε (k − 1) (ln(ε ) − ln(ε + κx(k − 2)) ,   (6) 

z = = 6ε (k − 1) ln ε + κx(k − 2) −− ln(ε )) − 6ε κx(k − 2)(k − 1) ++3ε κx(k − 2)(k − 1) − 2κ x (k − 2) ×× 3κ(k − 2) 2ε (k − 1) ln(ε ) − ln ε + κx(k − 2) ++κx(k − 2) 2ε (k − 1) − κx(k − 2) .
   (7) 

W powyższych zależnościach przez x 
oznaczono wysokość strefy ściskanej przekroju 
betonowego (patrz Rys. 3, a, d). Złożoność wzorów 
(6) i (7) nie komplikuje dalszych obliczeń pierwszego 
etapu, gdyż są one realizowane numerycznie. Po 
wprowadzeniu wymaganych danych w pierwszej 
kolejności tworzony jest wektor argumentów – 
kolejnych wartości κ uszeregowanych w ciąg 

arytmetyczny o niewielkim przyroście. Następnie dla 
poszczególnych wartości κ z wektora argumentów 
wyznaczana jest wartość x zapewniająca równowagę 
sił w przekroju na kierunku osi belki: F − F − F − N = 0,                     (8) 
przy czym dla uproszczenia wprowadzono założenie, 
że N = 0. Zastosowano przy tym formułę iteracyjną 
wyznaczającą x z żądaną dokładnością. Dalej 
obliczana jest wartość momentu zginającego M(κ) 
odpowiadającego danej krzywiźnie. Wykorzystywane 
jest przy tym równanie sumy momentów względem 
środka ciężkości zbrojenia rozciąganego: M(κ) = N h2 − a + F (κ) d − x(κ) + z (κ)  +F (κ)(d − a ).                               (9) 

Następnie na podstawie obliczonego momentu 
wyznaczana jest wartość sztywności giętnej. 
Ostatecznie w pierwszym etapie uzyskuje się 
stablicowane funkcje sztywności dla każdego 
z rozważanych charakterystycznych przekrojów belki. 

Drugi etap obliczeń obejmuje numeryczną 
analizę statyczną belki. Wykorzystano do tego 
klasyczny algorytm MRS służący do obliczania belek 
o zmiennej sztywności. Obliczenia są stosunkowo 
proste, wykorzystujące formułę iteracyjną. W 
pierwszej, startowej iteracji wykonuje się obliczenia 
statyczne belki przy przyjęciu jej sztywności giętnej 
odpowiadającej niezarysowanemu przekrojowi 
betonowemu. W iteracji startowej wyznaczane są 
krzywizny w poszczególnych przekrojach (związa-
nych z dyskretyzacją MRS), które stanowią podstawę 
do przypisania tym przekrojom nowych, aktualnych 
sztywności wyznaczanych przy pomocy wcześniej 
uzyskanych funkcji sztywności. Druga i następne 
iteracje sprowadzają się do powtórnych obliczeń belki 
ze zaktualizowanymi sztywnościami. Koniec obliczeń 
jest uwarunkowany uzyskaniem zadanej dokładności. 

 
Sztywności przekrojów żelbetowych. 

Sztywności przekrojów belki liczone są z myślą o 
wykorzystaniu ich na etapie analiz statycznych belek. 
Analiza samych tych sztywności daje jednak ciekawe 
informacje i spostrzeżenia na temat pracy przekrojów 
żelbetowych. Wyznaczenie stablicowanych wartości 
momentu zginającego w funkcji krzywizny – (κ) =(1/r), umożliwia wyznaczenie sztywności giętnej 
siecznej EJ  i stycznej EJ. Różnicę między tymi 
sztywnościami wyjaśnia Rys. 4. Przedstawia on 
przykładowy rzeczywisty wykres momentów  w 

funkcji krzywizny = ω. W danym punkcie 

(oznaczonym linią kreskową) wrysowano styczną 
tworzącą z osią odciętych kąt α. Sieczna 
przechodząca przez ten punkt i początek układu 

12



ws
kąt

szt

a w

Z 
mo

i 
czo

prz
zm
prz

А
współ
kątem

sztyw

a w m

 ko
mode

 odp
czony

przek
zmien
przed

Ана
półrz
em α

 

Rys

Pr
ywno

 mod

kolei
delu 

dpow
nych

W
ekroj
ienno
edsta

 

аліт
rzędnα . 

ys. 4

Przy
ność s

odelu

lei sz
 cią

owied
ch prz

Wyk
rojów
ności
stawio

 

тич
dnych

 

. 4. W

zy ta
 siec

elu dy

szty
ągły

iednio
przed

ykon
w b
ci 

wiono

чні	
ych n

. Wykr
i st

 takic
ieczn

 dysk

tywn
ym 

nio 
edzia

onano
bele

 w
no w

та	
 nach

ykres 
i stycz

kich 
zną m(ω
skretn

wnoś
 zaleJ(ω

 w 
ziałac

ano 
elek 

wybr
wyni

чис
achyl

es mo
yczną

h ozn
 moω) =

retnym(
ć s

ależnω)
 mo
ach:(
 
 żel

ybran
yniki 

сло
hylona

mome
ną w 

oznac
ożna=
ym: 

styc
noś=

mode
: (
szer

elbet
ranych

 jed

R

ові	м
ona j

mentó
 w dan

aczen
na zd(

 )
tyczn
ścią:(

delu 

)
zereg
betow
ych 
jednej

Rys

мет
a jest 

ntów z
danym

zeniac
 zdefi) =
=

zna 
ą: ( )
 dy

= ∆∆
eg 
owyc
 p

nej z 

ys. 5.

тод
est do

w z po
ym pu

iach 
efinio= ta

. 

 prz=
dyskr

∆∆  

 a
ych 

para
 nic

5. An

ди	в
 do o

 poka
 punk

h w 
niowaan α

.      

przedtan
skretn

      

anal
 prz

arame
nich. 

 Anali

в	ме
 osi 

kazan
nkcie

w mo
wać nα
         

edstawnα,

etnym

         

naliz 
rzy 
metr

 

aliza 

еха
si odc

zaną s
cie 

mode
 nast,     

         

stawio

,     

ym, 

         

 
 uw
trów

za szty
p

аніц
odcięt

 siec

odelu 
astęp
          

        

wiona

          

, prz

          

sz
uwzgl
w. 

sztywn
przy

ці	т
iętyc

ieczn

lu ci
pują

         

         

na je

         

przy 

         

sztyw
zględ
 P

wnoś
rzy st

а	ф
ych p

zną  

ciągł
ująco:

        (

        (

jest

        (

 sk

        (

tywno
dnie
Poni

ości d
 stopn

фізи
h pod

 

głym
co: 

(10)

(11)

st w

   (12)

skoń

(13)

ności
nieniu
oniżej

ci dla 
opniu 

иці	р

 

od 

 

ym 

10) 

11) 

w 

12) 

ń-

13) 

ci 
niu 

ej 

 

 
la róż
iu zbr

руй

 

w
sz
ob
to
w
zb
ok
se
w
(li
(li

sto
po
pr
C
zb
zb
gi

sz
kr
w
C
m
w
str
(ω
be

 

 
różnyc
zbroje

йну
wpły
sztyw
oblic
to: w
wyłą
zbroj
okre
seria
wykr
(linia
(linia(ω
stopi
poró
przek
C25/
zbroj
zbroj
giętn

sztyw
krzyw
wzgl
C16/
mało
więk
strefiω=0
beton

nych k
ojenia

уван
P

ywu
tywno
licze

wym
łączn

rojeni
reślon
riach 
ykresa
nia D
nia ω), 
pień 
ówn

zekro
5/30 
rojeni
rojeni
tną p

tywno
zywiz
zględn
6/20 
ości
kszy

efie 
=0,00
tonów

h klas
nia 3,

ння
Prez

wu 
nośc

zeń. 
ymia

cznie
enia 
lonym

ch pr
esach
D), C

 A). 
, 

W
ń zb
nyw

roju 
30 wy
enia 
enia 

prze
W

ność
izny
dna 

20 i 
ci b

szych
 w

,0065
ów C

las w
 3,41%

я	бу
rezen
 klas
ci 

. Pod
iary

ie do
 3,4

ym 
przy
ch –
), C45
). W(ω
W an
zbro

ywaln
 be

wyno
 ro
 0,6

rzekro
Wpły
ć p

ny 
 po
 C8
beto

ch w
wycz
65÷0
 C16

 wytrz
41% 

удів
entow
lasy 
 prz
odsta
ry pr
dołe

3,41%
 od

zyjmo
– pa
45/5

 Wynω) 
anal

brojen
alną 
beton

ynosi
rozci
0,68%
krojó

yw
pocz

 ω) 
pom
80/9

etonu
war

yczerp
÷0,00
16/20

ytrzym
 

вел
towan

 w
przek
stawo
przek
em 

1%, 
odleg

jmow
patrz 
/55 (
ynik
 i 

alizo
jenia
 ze

tonow
si on

zciąga
8%) 
ów 

w k
oczątk

) je
międ
0/95 
nu si
artoś
erpyw
,0085
/20 i C

ymało

льн
ana 
wytr
ekroj
wowe
zekro

 (tz
, sta

legło
wano

trz Ry
5 (lini
iki o(ω

izowa
 u

ze 
oweg
ona 
gane
) ob
 do 
klas
tkow
jest
dzy

5 wy
silnie
ścia

ywan
85). 
 i C80

ałośc

них	
 a

ytrzym
rojów
we, 
roju 
tzn.,

stalą 
ości

ano b
Rys.

linia 
i oblω) 
wanym

uzys
 szt
ego 
 323

nego
obni
 wa

lasy 
ową 
st s

zy s
wyno
lniej 
ciach
ania

). Ta
80/95

ci be

ма
anal

zyma
w. 

, wsp
 b×
., ż
ą A

cią 
 beto
s. 5),
a C), 
blicz
 prz

nym 
zysku
sztyw
 – 

23 M
go o
niżał

warto
 w
 (p
stos
szty

nosi 
 wp

ch kr
ia s
Tam
/95 w

 beton

тер
naliza

ałoś
. W
spóln
×h =

 że 
A-II

 a1 
eton:

5), C2
), C5

iczeń 
rzeds
 prz

kując
ywno

 dla
MNm
o 8
ła 

rtości
wytr
przy

tosun
ztywn

 ok
wpływ
krzy
się 

m w
5 wyn

tonu 

ріал
iza 
ści 

Wyk
lne 
= 10

 As

III, 
 = 4

on: C
 C25/
 C55/6
e  w
edstaw
przyk

c s
ności
dla 
Nm2.

80%
 poc
ci ok

ytrzym
rzy 
unkow
wnoś
ok. 1
ywa
zywiz

 n
 wzg
ynosi

u  

лів	
 dot

 be
ykona

 dan
100×
s2 =

, o 
4 cm

 C16
5/30 
5/67 
w p

tawia
ykład

szty
cią 
 klas

. R
0% (
począ
ok. 90
zyma
 ma

kowo
ściam

. 15%
a na

wizny
nośn
zględ

osi po

і	ко
dotyc
beton
onano
dane 
0×50
= 0),
 śro

cm. 
16/20

30 (li
7 (lin

 post
ia Ry

adzie
ztywn
 ni
lasy 
Redu
 (co
ątko

. 90÷9
ałoś

małyc
o m
iami
5%. 
na s
ny, 
noś

lędna
 pona

 

онс
yczy
tonu 
no 

 w 
50 cm
0), p
rodk
. W
/20 (
(linia
(linia 
ostaci
 Rys.
zie pr
wnoś
nieza
 wy

edukc
co d

tkową
÷97 
ści 

ych 
ma
i d
. Kl
szty

, szc
ści 

na 
nad 1

 

стру
zy 

 na
 sze

 ka
cm, 
przy

dku 
W 
 (lin

nia E
ia B)

taci w
s. 5. 
przy
ść 

ezarys
wytrz
kcja 

dało
ą s

7  MN
 be
 wa
ały. 
dla 

Klasa
ztywn
szcze

 pr
 róż
d 100

укц
okr

na f
sześć 
każde
, zb

rzy 
 ci

 kol
linia 
E), C
) i C

i wyk
 

zyjęto
 prz
rysow
trzym
 prz
o 
szty

MNm
beton
warto
. R
 be

asa w
wnoś
zegó
przek

różnic
00%. 

цій 

kreśl
fun
ć 

dej s
zbroj
 stop
ężk

kolejn
ia F 
), C35
 i C80
ykre

to d
przek
owan
ymał
przek
 stop
ztywn
m2. 

tonu 
rtośc
Róż
beton
wyt
ść 

ólnie
zekro
nica 
%.  

 

leni
unkcj
 seri

serii
rojeni
topni
kośc

ejnyc
F n
35/4
80/9
resów

duż
ekroj
aneg

łośc
ekroj
topie
wnoś

 
 n
ciac

óżnic
tonów
ytrzy
 prz

nie w
krojów
a dl

enia 
kcje 
erii 
erii, 
enie 
niu 

ci 
ych 

na 
/45 
/95 

sów 

ży 
roju 
ego 

ci 
roju 
ień 
ść 

na 
iach 
nica 

w 
rzy-
rzy 

w 
w 

dla 

13



d
w
W
w
B
z
p
c
(
r
b

P
o
a
b
s
W

 

 

dob
wpł
W 
wyk
B i
zbro
pan
czni
(krz
raze
beto

Prze
obli
algo
bele
szty
W k

 

 

obran
ływ

 pr
ykres

i C
brojen
anie 
znien
krzyw
azem
etonu

rzeds
blicze
lgoryt
elek 
ztywn

każ

Da
rane 
ywała

przy
resy 
C), 

jenio
 no

enie 
ywe 
m w
nu po

 
An

dstaw
czeń 
rytme
 prz

wnoś
żdym

 

 

Dane
 ta
a na

rzypad
 (

), zbl
iowe

nośno
 się
 F) 
wyni
podc

Anali
tawio

 nie
tmem
przy 
ści 

dym p
 

 

ne w
tak, 
na sp

padku(ω)
zbliż
wej (
ności
ę zb
) wy

ynika
dczas

alizy
ione 

nielini
m ora
 zał
 niez
przy

w 
, a
spos
ku ) m
żony
(Rys

ci pr
zbroj

wykre
kając
zas up

zy 
 po

liniow
oraz 

łoże
iezary
rzypa

 ana
aby

osób
 be
mają
ny d
ys. 2
przek

rojen
kres 

cy 
uplas

sta
poni

iowyc
 wyn
eniu

aryso
padk

nalizo
by k

b wy
beton
ą ch
do 
2). 

zekro
enia. 

 (
 z 

lastyc

statyc
niżej
ych z
ynik

niu ic
ysowa
dku z

lizow
klas

wycz
tonów
chara
 zal

). W
roju 
. W(ω)
 nie

tyczn

tyczn
ej pr

zgo
niki o

ich 
wany

zast

Ry

wany
lasa 
czerp
w 

arakt
zależn
W tyc

 na
W pr) m
nielin
znian

czne 
przyk
godny
oblic
 szt

nych
astoso

Rys. 7

anym
 w

erpan
 du
kter 

noś
tych 
nastę
przyp
ma o

liniow
iania 

 
zykład
dnych
blicze
sztyw
ch prz
osowa

 

s. 7. W

m p
wytr

ania 
dużyc

 bili
ści 
 prz
ępuj

zypad
odm

ioweg
 (pa

bele
ady 
ch z
zeń li

ywno
przek
wano

R

. Wyk

przy
ytrzym

 noś
ych 

bilinea
 fiz

przyp
puje 
padku
dmie
ego 
patrz

elek 
 pr

z op
linio

ności
ekroj
no be

Rys.

ykres

rzykł
zyma
śno
 w

nearn
fizycz
ypad
 pop

ku be
ienny
 zac

trz Ry

k 
preze
opisa
iniowo
ci od

rojów
beton

ys. 6. 

res sz

ładz
ałoś

ności
wyt

arny (
yczne
adkac
oprze
beto

nny k
zacho
Rys.

żel
ezentu
isanym
wo-s
odpo
w be

ton C

 6. Sch

 sztyw

dzie 
ści 

ci pr
ytrzy

(krz
nej d

kach 
rzez 
tonu
kszt

howa
 1, 

elbet
ntują 
nym 

sprę
powia
beton
C30/

Schem

tywno

 zo
 be

przek
rzyma
krzyw

dla
 wy
 upl

nu C1
ształt
wania
1, a). 

betow
ą w
 pow
ężys

wiada
tonow
30/37

emat 

ności,
z

zosta
beton

zekroj
mało
ywe 
la sta

wycze
uplast

16/2
t, ty

nia 
 

owyc
wyni
owyż
ysty

adając
owyc

/37 or

at sta

 

 

ci, ug
z pr

Ро
stały 
tonu 
roju. 
ości 
 A, 

stali 
czer-
asty-
6/20 
tym 
 się 

ych. 
yniki 
żej 

stych 
cej 

ych. 
oraz 

statyc

 

 ugię
 przyk

зді

 

 
 

. 
 

, 
 

0 
 
 

. 
 
 
 
 

. 
 

 
tyczny

 
i ć, m
ykład

л	1
stal
ma
prz
wy
cię
4,0
prz
alg
roz
wy
kom
sko

6. 
doł
zbr

prz

 
zny be

, mom
ładu n

 

stal 
mater
przekr
wynos
ężko

4,0 cm
przeds
algory
rozwi
wykon
komp
skońc

6. W s
dołem
zbroje

przeds

 belki 

omen
u nr 1

 zb
teriał
ekroj
noszą
kośc
cm. 
edstaw
orytm
wiąza
konan

pute
czon

Sc
 stre

em 3
ojenie

W
edstaw

lki – p

entów
r 1 

zbroj
łowe

ojów
ą 
ci 
 Na

tawio
tmu 
zania
ano 

uterow
zonyc

Sche
trefac
 3 Ø2
nie gó
Wyn
tawio

przy

tów i s

rojeni
we w
w ×
 zbr
a wy
iono
 nie

nia 
 pr

roweg
ych, 

hema
fach m
Ø20,
 górą
yniki 
iono

rzykła

 i sił t

eniow
wzi

 pop× =
zbroje
wykr
no 
nielin
 
przy
ego 
, utw

mat st
h mo
0, a 
rą 7 

iki ob
no na

kład n

ił tnąc

ową 
zięto

poprz
=40

ojenia
kresa
 wy
liniow

lin
rzy 

 ba
utwor

t staty
ome

 a w 
 Ø20

 oblic
 na Ry

d nr 1

nącyc

 3
to z 
rzecz
40,0×
nia 
esach
wynik
ioweg
liniow
 pom
bazu
orzon

Prz
atycz
mentó
w str
20. 
licze

 Rys. 

r 1 

ych d

34G
 odp

eczny
,0×60
 od
ch do
niki 
ego, 

iowo-
pomo
zując

zoneg

Przyk
czny 
ntów 
strefa

0.  
zeń 
s. 7. 

h dla b

GS, 
odpow
nych
60,0 
od k
dotyc
 uz
, a 
-spr

ocy 
ceg

ego w

ykład
ny bel
w dod
efach

 bel
 

 

la belk

, a
owie

ch 
 cm
kraw

tyczą
uzys
 lini

spręż
 a

ego 
w ś

 
ład n
belki 
dodat
ch m

belki 

elki  

a 
iedni

ana
m. O

rawęd
ącyc

yskan
linią 
żyste
auto

 na
środ
 

 nr 1
lki prz
atnic

 mom

ki w 

 

 

 wy
dnich
naliz
Odl
dzi 

cych 
kane 

 pun
stego

utorsk
na 

rodow

r 1 
przed
nich p
omen

w po

 

wym
ich no
lizow
dleg
 b
 bel
 p

punkto
go. 
rskieg
 met
owisk

edsta
h przy
entów

 posta

maga
norm

owany
egłoś

belk
elek
przy

ktow
. 
iego 
etod

isku 

stawio
rzyjęt
tów u

staci 

agane
rm. W
anych
ści 

elki 
ek lin
rzy 
wą –

Ob
 p

odzie
 Scil

wiono
jęto z
 ujem

ci w

ne 
Wy

ch 
 śro

 wy
linią 
 po

– w
Oblic
prog

zie 
cilab

no na
o zbro
jemny

wyk

 

 cec
ymia

 be
rodk

wynos
 cią

pomo
wyn

licze
rogram
 róż
lab. 

 na R
broje
nych

ykres

 

 

cechy
miary
belek
dków
noszą
ągłą

mocy
yniki
zenia
ramu
óżnic

 Rys.
ojenie
ych –

resów

hy 
ary 
lek 

w 
ą 

łą 
cy 
iki 
nia 
mu 
nic 

ys. 
nie 

– 

ów 

14



dw
roz
wy
3,2
nie
lin
wa
i 
dod

 

 

z 
pom
ma
jak
nie
cze
wy
lin
wy

А
dwup
rozpi
wyno
3,2 m
niedo
liniow
waha
 skr

dodat

 po
pomi
mają 
jakoś
nielin
czego
wykre
liniow
wyłąc

Ана
Pr

uprzę
pięto
noszą
mm 

dosza
iowym
ha się
skrajn
atnic

podpo
iędz
 ch
ścio

liniow
go 
kresie
iowym

czen

аліт
Prze
ęsło

tościa
ą o
 

szacow
ym 
ę w

ajną 
nich 

 

 

W
dporą
dzy 
chara
iowy

ioweg
 kon
sie 
ym 
zenie

тич
zedst

owe
ciach
ok. 
dla

cowan
 nie
w gra
 pr
 wyn

W dru
ą sp
 por

arakt
wy. 
ego 

konse
 mo
 w 
ie m

чні	
dstaw
wej u
ch pr
. 0,9

dla 
wanie
niedo
grani
praw
ynos

drugim
sprę

porów
kter 

. Na
 po

sekw
mom
 str
mom

та	
awion

utw
przę
0,9 m
 ni
nie w
dosza

anicac
awą),
osi o

gim p
ężys
wny
 ni

Na 
pojaw

kwen
ment
strefi
omen

чис
iony 
twier
ęseł.
mm
nieli
w m

szaco
cach 

), a
ok. 

przy
ystą.

nywa
nie 
 w
jawia
encje
entów
efie 

enty

сло
 

ierdzo
ł. M

m dl
elinio

mod
cowa
 12-
a 
 31%

R

rzykł
ą. W

wany
 tylk
wykr
iają 

cje 
w 
 pod

nty 

ові	м
prz

dzone
Mak
dla 

niowe
odel

wanie
-13%

 prz
31%. 

Rys.

ładz
W 

nymi
tylko 
ykresi

 si
 zao
 zg
odpo

 dod

мет
rzyk
nej n
aksym
 mo

wego
elu 

nie 
13% (
rzesz
. Ró

ys. 9. 

adzie
 tym

mi m
 ilo

esie 
się 

zaobse
zgina
pory
odatn

тод
ykład

na 
symal
mode
go, 
 lini

 mo
 (na

eszaco
óżn

 9. Wy

ie ana
tym 
mode
ilośc
 ug
 do

bserw
inając
ry po
atnie

ди	в
ad 
 ko
alne

delu 
, c
liniow
mome
nad p
acow
nice

Rys

Wykre

analiz
 pr

odela
ciow
ugię

dodat
rwow
cyc

pośre
ie, 

в	ме
 do
końca
ne ug

 lin
co 

owym
ment

podp
wani

ice w

ys. 8

kres s

lizie 
przyp

elami
iowy
ęć 

datko
ować
ych. 

redn
 pod

еха
dotyc
cach
ugięc
liniow
 d
ym. 
ntów
odpor
anie 
w wy

. 8. Sc

s szty

 pod
zypad
mi są
y, a
 dl

kowe
ć 

. W
dniej
odcza

аніц
tyczy
ch, o

cia
ioweg

daje
. W
w u

porą p
 mo
wykr

Sche

ztywn

podda
adku
ą w
ale 

dla 
we e
 mo

W 
iej w
czas 

ці	т
zy 
o ró
 do

ego 
aje 
W m

ujem
poś

mom
kresa

hema

wnośc

dano
ku r

wię
 ró
 m
ekst

możn
 m
wys
 gd

а	ф
 be

óżny
dodat

 i 
 7
mod

jemny
śred

ment
esach

at st

ci, u
z p

no be
różn
ększ
ówn
mod

kstrem
na 
mod

ystęp
gdy 

фізи
belki
nych

datnie
 ok
72%

odelu
nych

rednią
entów
ch si

 staty

i, ugię
z przy

belkę
nice

sze 
wnież
odelu

trema
 na
odelu
pują
 w

иці	р

 

lki 
ch 

nie 
ok. 
2% 
elu 
ch 
ą 

w 
sił 

 
tyczn

 

 
 

gięć, m
rzykła

ę 
ice 
 i 
ż 

elu 
a, 
na 

elu 
ą 

w 

руй

 

tn
m

8.
do
zb
m

pr

 
czny b

 

 
, mo

kładu 

an
M
w
an
po
be
z 
w
po
(o

йну
tnący
moż

8. W
dołem
zbroj
ma sz

przed

y belk

omen
du nr 

anali
Ma 
właś
anali
pośre
belki
 któ

wyra
pośre
o 17

уван
cych
żna j

S
W str
łem 3
rojeni
a szty

W
zedsta

elki –

entó
nr 2 

alizie
 to
ściw

alizow
redn

lki. M
óreg

yraźny
redn
17%)

ння
ch uz
 je u

Sch
 strefa

 3 Ø
enie 
ztywn

Wyn
stawi

– prz

tów i
 

zie ni
to o
iweg

zowan
dniej
Ma 

rego 
ny 

dniej
%). P

я	бу
uzys
uzn

chem
efach

Ø20
ie gór
wnoś

ynik
wion

przykł

w i sił

nieli
ogro

ego 
anym

iej za
 to 
 dla

 wz
iej (o

Prze

удів
yskan
znać 

emat s
ch mo
20, a
górą 
ość 70
niki o
ono n

ykład

 sił tn

elinio
grom
 do
ym p
zależ
 odz

dla m
wzro
o 26

rzesu

вел
kanyc

 za 

at stat
 mom
, a w

 8 Ø
 700 
i obl
o na R

ad nr 

tnący

niowe
mne

dobor
przy
ży o

dzwie
mod

rost 
26%
sunię

льн
ych 

 pom

Pr
tatyc
ment

 w st
Ø20
 MN

blicz
a Rys

 nr 2 

cych 

wej p
ne z
boru 
rzypa

od 
wierc
odelu
 w

%) i
ęcie

них	
 dla

pomij

Przy
yczny
entów
 stref
20. P

MN/m
iczeń 
ys. 9.

 

h dla

pow
znac
 i 

padku
 ugi

ercied
elu n
wart
i sp

cie m

ма
dla ob

ijaln

zykła
zny be
ów do
refach
. Po
/m. 

e  be
. 9. 

la be

owsta
nacze
 ksz

dku w
ugięć,
iedlen

nieli
artośc
spade
miejs

тер
obu 

alne. 

kład n
 belk
doda

ach m
Pośred

 
belki

 belki 

stają 
zenia
kszta

wart
ć, a 

lenie 
ielinio

ci 
adek 
iejsc 

ріал
 mo
 

 

d nr 
lki pr
datni
 mom
redni

lki w

 

lki  

ą tam
nia 
tałtow
artoś

 tym
 na

iniowe
 re
 w 
 zer

лів	
mode

r 2 
i przed
tnich 
omen
nia p

 w p

 

tam 
 z 
towan
ść re

tym s
na wy
wego
reakc
 pod

erow

і	ко
deli 

 
zedst
ch prz

entó
a pod

 pos

 mo
 pun
ania
reak
sam

wykre
ego m
akcji 
podpo
owych

онс
 są 

dstaw
przyj
ntów 
odpo

ostac

mome
punkt
ia zb
akcji
amym
kresie

moż
 w

porac
ych n

стру
 nie

awion
yjęto
w uje
pora 

taci w

menty
nktu 

zbro
cji na
ym sz
sie si
żna
w 

rach 
na w

укц
niewi

iono n
to zb
ujemn
ra spr

i wyk

nty u
 wi
rojen
na po
sztyw
sił tn

na od
 po
 skr
wyk

цій 

wielk

o na R
 zbroj
mnyc
spręż

ykre

ujem
widz

jenia.
podpo
tywn
tnący
odcz
podpo
skrajn
ykres

 

elkie 

a Rys
rojeni
ych 

r żyst

resów

 

jemne
dzeni

. W
dporz
wnośc

cych
czyta
dporz
ajnyc
resac

 i 

ys. 
enie 
h – 
ysta 

sów 

 

ne. 
enia 

W 
rze 
ci 

ych, 
ytać 
rze 
ych 
ach 

15



Розділ	1 

 

tnących powoduje takie samo, wyraźnie widoczne, 
przesunięcie miejsc występowania ekstremów na 
wykresie momentów. 

 
Wnioski i podsumowanie. W pracy zapre-

zentowano opracowany algorytm służący do wyz-
naczania sztywności na zginanie przekrojów 
żelbetowych oraz do nieliniowej analizy statycznej 
belek żelbetowych. Algorytm bazuje na nieliniowych 
zależnościach konstytutywnych, odrębnych dla betonu 
i stali zbrojeniowej. Zastosowano związki fizyczne 
określone w Eurokodzie 2, ale istnieje możliwość 
uwzględniania innych zależności. Wymagałoby to 
dokonania odpowiednich zmian w części algorytmu 
związanej z wyznaczaniem funkcji sztywności 
przekrojów, a druga część, realizująca nieliniowe 
obliczenia belek, pozostałaby bez zmian. 

Skuteczność algorytmu potwierdziły 
przedstawione przykładowe analizy. Pierwsza z nich 
dotyczyła wyznaczenia dla danego przekroju funkcji (ω) i na ich podstawie funkcji stycznej i siecznej 
sztywności na zginanie. Kolejne dwa przykłady 
obejmowały analizy statyczne belek. W pierwszym 
przypadku obliczano belkę o podporach sztywnych, a 
w drugim – belkę o jednej podporze sprężystej. 

W pracy zaprezentowano wyniki obliczeń 
numerycznych dla trzech wybranych przypadków. 
Rozwiązania numeryczne uniemożliwiają przepro-
wadzenie pełnych analiz jakościowych problemu. 
Uzyskanie wyniki, powiązane z wcześniejszymi 
doświadczeniami, pozwalają jednak sformułować 
następujące wnioski: 

• rzeczywiste funkcje sztywności przekrojów, 
czyli wyznaczone z uwzględnieniem urealnionych, 
nieliniowych zależności konstytutywnych, również 
mają charakter nieliniowy. Wartości tak wyzna-
czonych sztywności zazwyczaj są istotnie, znacznie 
mniejsze od sztywności niezarysowanych przekrojów 
betonowych, uwzględnianych w klasycznej analizie 
liniowo-sprężystej; 

• stosowanie przy obliczeniach belek żelbe-
towych nieliniowych związków fizycznych dla betonu 
i stali prowadzi zazwyczaj do uzyskania dużo 
większych (nawet kilkukrotnie) wartości przemies-
zczeń w porównaniu z modelem liniowo-sprężystym; 

• stosowanie modelu nieliniowego dla belek 
statycznie niewyznaczalnych prowadzi często 
(w przypadku zróżnicowania sztywności przekrojów, 
np. w wyniku różnic zbrojenia) do istotnych zmian 
w rozkładzie sił wewnętrznych – przede wszystkim 
momentów zginających. Ma to wpływ na prawidłowe 
kształtowanie zbrojenia belek; 

• szczególnie duże różnice zaobserwowano w 
przypadku obliczania belki z podporą sprężystą. 
Podobnych efektów należy spodziewać się w każdym 
przypadku występowania podpór sprężystych, w tym 
m.in. przy analizie belek na sprężystym podłożu. 
Zbliżone sytuacje mogą wystąpić w przypadku 
analizy konstrukcji mieszanych, np. stalowo-
żelbetowych rusztów. Przyjęcie niewłaściwych 
sztywności elementów żelbetowych może prowadzić 
w takich sytuacjach do błędnego wyznaczenia sił 
wewnętrznych. 
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Janiak T., Burchenya S. 

SZTYWNOŚCI PRZEKROJÓW ŻELBETOWYCH I ANALIZA BELEK  
Z UWZGLĘDNIENIEM NIELINIOWOŚCI FIZYCZNYCH 

W pracy omówiono autorski algorytm obliczania sztywności na zginanie przekrojów żelbetowych oraz 
przedstawiono przykłady wykorzystania funkcji sztywności przy analizie statycznej belek. Funkcje sztywności 
wyznaczane były z uwzględnieniem zbrojenia podłużnego oraz przy założeniu nieliniowości materiałowych. 
Zdecydowano się na wykorzystanie związków fizycznych określonych w normie Eurokod 2 (EC2). Z tego względu 
posłużono się również pojęciami i oznaczeniami stosowanymi w tej normie.  

Eurokod 2 podaje dwie różne zależności naprężenie – odkształcenie. Pierwsza zależność polecana jest przy 
nieliniowej analizie konstrukcji, a druga przy wymiarowaniu przekrojów żelbetowych.  

Własności fizyko – mechaniczne stali zbrojeniowej są bardziej jednorodne niż betonu.  
Opracowany algorytm obliczeniowy belek żelbetowych składa się z dwóch głównych etapów. Pierwszy etap 

obejmuje analizę przekrojów żelbetowych stosowanych w dalszych obliczeniach. Kończy się on wyznaczeniem dla 
każdego charakterystycznego przekroju funkcji sztywności. Funkcje te są wykorzystywane w drugim etapie, 
w którym prowadzona jest nieliniowa analiza statyczna belki. 

Pierwszy etap algorytmu bazuje na założeniach określonych w EC2.  
Drugi etap obliczeń obejmuje numeryczną analizę statyczną belki. Wykorzystano do tego klasyczny algorytm 

MRS służący do obliczania belek o zmiennej sztywności. Obliczenia są stosunkowo proste, wykorzystujące formułę 
iteracyjną.  

W pracy przedstawiono trzy przykłady obliczeniowe opracowane z wykorzystaniem omawianego algorytmu. 
Pierwszy dotyczy pojedynczego przekroju betonowego i analizy wpływu klasy wytrzymałości betonu na postać 
funkcji (κ) oraz funkcji sztywności na zginanie. Kolejne dwa przykłady obejmują liniową oraz nieliniową analizę 
statyczną dwóch belek żelbetowych. Szczególnie interesujące wyniki uzyskano w przypadku belki, która ma jedną 
podporę sprężystą. Sformułowano na podstawie tych wyników jeden z wniosków końcowych, mówiący że dokładna 
analiza nieliniowa ma duży wpływ na wyniki obliczeń układów na podporach podatnych (w tym na sprężystym 
podłożu) oraz konstrukcji mieszanych, takich jak ruszty stalowo-żelbetowe. 

Słowa kluczowe: sztywnośc, przekrój, Eurokod 2, nieliniowośc fizycznа.   
 

Яняк Т., Бурченя С. 

ЖОРСТКІСТЬ ПЕРЕРІЗІВ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ БАЛОК  
ТА ЇХ АНАЛІЗ З УРАХУВАННЯМ ФІЗИЧНОЇ НЕЛІНІЙНОСТІ 

Висвітлено авторський алгоритм розрахунку жорсткості поперечних перерізів згинаних 
залізобетонних балок та наведено приклади використання функції жорсткості при статичному аналізі балок. 
Функції жорсткості визначали з урахуванням поздовжнього армування та фізичної нелінійності матеріалів. 
Було вирішено використовувати фізико-механічні властивості, визначені в Єврокоді 2 (EC2). Виходячи з 
цього використано визначення та позначення, що прийняті в цьому стандарті. 

Єврокод 2 подає дві різні залежності «напруження-деформації». Перша залежність рекомендована 
для нелінійного аналізу конструкції, друга – для розрахунку залізобетонних перерізів. 

Фізико-механічні властивості арматурної сталі однорідніші, ніж бетону. 
Поданий алгоритм розрахунку залізобетонних балок складається з двох основних етапів. Перший 

етап охоплює аналіз залізобетонних перерізів, що використовують для подальшого розрахунку. Він 
закінчується визначенням функції жорсткості для кожного характерного перерізу. Ці функції використовують 
на другому етапі розрахунку, коли здійснюють нелінійний статичний аналіз балки. 

Перший етап алгоритму ґрунтується на припущеннях, закладених в EC2. 
Другий етап розрахунку охоплює числовий статичний аналіз балки. Для цього застосовують 

класичний алгоритм МКЕ, який слугує для розрахунку балок зі змінною жорсткістю. Розрахунки відносно 
прості, оскільки використовують ітераційну формулу. 

Подано три приклади розрахунку, виконані з використанням запропонованого алгоритму. У першому 
прикладі розглянуто бетонний переріз та проаналізовано вплив класу міцності бетону на функцію M(κ) та 
функцію жорсткості при згині. Наступні два – охоплюють лінійний та нелінійний статичні аналізи двох 
залізобетонних балок. Особливо цікаві результати були отримані у випадку, коли балка має одну пружну 
опору. Остаточні висновки було сформульовано на підставі отриманих результатів, де вказано, що точний 
нелінійний аналіз має істотний вплив на результати розрахунків систем на рухомих опорах (разом з 
пружними опорами) та комбінованих конструкцій, таких як залізобетонні решітки. 

Ключові слова: жорсткість, переріз, Єврокод 2, фізична нелінійність. 
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Janiak T., Burchenya S. 

RIGIDITIES OF IRON-CONCRETE CROSS-SECTIONS AND ANALYSIS OF THE BEAMS TAKING 
INTO CONSIDERATION PHYSICAL NONLINEARITIES 

The thesis presents an original algorithm for calculating the rigidity for bending of reinforced concrete cross-
sections as well as examples for using the function of rigidity when conducting a statistical analysis of a beam. The 
functions of rigidity were calculated with longitudinal reinforcement taken into consideration and assuming the 
material nonlinearity. It was decided to use the physical relationships set in the Eurocode 2 (EC2). Because of that the 
terminology, used in this standard, has also been used in the body of text. 

Eurocode 2 sets two different strain-deformation dependencies. The first one is recommended in nonlinear 
structures (Figure 1a), and the other one when dimensioning reinforced concrete cross-sections 

Physical-mechanical properties of reinforcement steel are more homogenous than these of concrete.  
The developed calculation algorithm of reinforced concrete beams consists of two main phases. The first 

chase involves an analysis of reinforce concrete beams used in further calculations. It ends with determining a rigidity 
function for each distinctive cross-section. These functions are then used in the second phase when a nonlinear static 
beam analysis is performed. 

The first stage of algorithm is based on the principles laid out in EC2.  
The second stage of calculation includes numerical static analysis of the beam. For this purpose a classic 

MRS algorithm calculating beams with changing rigidity was used. The calculations are relatively simple when using 
the iteration formula.  

The thesis presents three example calculations prepared using the aforementioned algorithm. The first 
pertains to a single concrete cross-section and an analysis of the concrete durability class's influence on the form of 
the M(κ) function as well as rigidity function's influence on bending. Another two examples involve linear and 
nonlinear static analysis of two reinforced concrete beams.  Particularly interesting results were obtained in case of a 
beam which had one elastic support. Based on these finding one of the final conclusions was formulated, stating that a 
precise nonlinear analysis has a significant influence on the calculation results of systems on non-fixed support 
(including those on elastic surface) as well as mixed structures such as steel and reinforced concrete structures. 

Key words: rigidities, cross-sections, Eurocode 2, physical nonlinearities.  
 

Стаття надійшла 23.03.2018. 
 
 
 

18



 
 
    
   HistoryItem_V1
   AddNumbers
        
     Range: all pages
     Font: Times-Roman 11.0 point
     Origin: bottom centre
     Offset: horizontal 0.00 points, vertical 53.86 points
     Prefix text: ''
     Suffix text: ''
     Use registration colour: no
      

        
     
     BC
     
     10
     TR
     1
     0
     905
     371
    
     0
     11.0000
            
                
         Both
         9
         1
         AllDoc
              

       CurrentAVDoc
          

     0.0000
     53.8583
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2 2.0c
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

        
     0
     9
     8
     9
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base



