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Розглянуто різні види еліптичних кривих (криві Вейєрштрасса, Якобі, Гаффа, Хесса, 

Едвардса, Лежандра-Лау) та сформульовано закони додавання і подвоєння точок. 
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1. ВСТУП 
Вперше застосовувати еліптичні криві в криптографії запропонували 

В. Міллер і Н. Кобліц [1, 2]. За час, що минув після публікації цих праць, отримали 
досить багато теоретичних і практичних результатів, які виявили можливість 
ефективного виконання групових операцій на таких кривих. Крім того, варто 
відзначити високу стійкість алгоритмів, побудованих на підставі еліптичних кривих – 
за ці роки не відбулось помітного падіння їхньої стійкості, хоча стійкість алгоритмів, 
побудованих на інших групах (наприклад, RSA) помітно зменшилась. Опубліковано 
багато статей, монографій і підручників (наприклад, [3-10]), в яких викладено 
необхідні властивості еліптичних і гіпереліптичних кривих, описано їхнє 
використання в криптографії. 

 

2. ОСНОВНІ ТИПИ ЕЛІПТИЧНИХ КРИВИХ 
Стисло опишемо основні еліптичні криві, які використовують у криптографії, 

та групові операції на них. Ґрунтовніше викладення цього матеріалу можна знайти, 
наприклад, у [11-13]. 

 

2.1. КРИВІ ВЕЙЄРШТРАССА 
Еліптичною кривою у формі Вейєрштрасса над полем F, характеристика якого 

відмінна від 2 і 3, називають криву, яка в афінних координатах задається рівнянням 
 y2 = x3 + ax +b, 
де параметри a, b є елементами поля F. Позначимо через P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) різні 
скінчені точки цієї кривої, що задовольняють умову P1 ≠ –P2 , та визначимо їхню 
суму P3 = P1 + P2 , P3 = (x3, y3), так: 
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На рис. 1 схематично зображено операцію P3 = P1 + P2 для точок еліптичної 
кривої Вейєрштрасса. 
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Рис. 1. Схема операції додавання точок на еліптичній кривій Вейєрштрасса 

 
Якщо P1 = P2 , то 2P1 = P3 і 
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2.2. КРИВІ ЯКОБІ 
Еліптичною кривою у формі перетину Якобі над полем F, характеристика 

якого відмінна від 2, називають криву, яка в афінних координатах задається 
системою 
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де параметр a є елементом поля F, a(a-1) ≠ 0. Позначимо через P1 = (x1, y1, t1), P2 = (x2, 
y2, t2) різні точки цієї кривої, визначимо їхню суму P3 = P1 + P2 , P3 = (x3, y3, t3), так: 
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Якщо P1 = P2 , то 2P1 = P3 і 
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Зауважимо, що можна використовувати узагальнений вид цієї кривої [14], що в 
афінних координатах задається системою 
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де параметри a, b є елементами поля F, ab(a-b) ≠ 0. Тоді P3 = (x3, y3, t3) визначимо так: 
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Якщо P1 = P2 , то 2P1 = P3 і 
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Еліптичною квадрикою Якобі над полем F, характеристика якого відмінна 
від 2, 3, називають криву, яка в афінних координатах задається рівнянням 
 y2 = k2x4 –(k2+1)x2 +1, 
де k(k2-1) ≠ 0. Часто використовують таку форму цієї кривої [15]: 
 y2 = ax4 + 2bx2 +1. 
Тут параметри a, b є елементами поля F. Позначимо через P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) 
різні точки цієї кривої та визначимо їхню суму P3 = P1 + P2 , P3 = (x3, y3), так [16, 17]: 
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2.3. КРИВІ ХЕССА 
Еліптичною кривою у формі Хесса [18] над полем F, характеристика якого 

відмінна від 2 і 3, називають криву, яка в афінних координатах задається рівнянням 
 x3 + y3+1 = 3dxy, 
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де параметр d є елементом поля F, d3 ≠ 1. Позначимо через P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) 
різні точки цієї кривої та визначимо їхню суму P3 = P1 + P2 , P3 = (x3, y3), так: 
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Якщо P1 = P2 , то 2P1 = P3 і 
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2.4. КРИВІ ГАФФА 
Еліптичною кривою у формі Гаффа [19] над полем F, характеристика якого 

відмінна від 2, називають криву, яка в афінних координатах задається рівнянням 
 ax(y2–1) = by(x2–1), 
де a,b ≠ 0, a2-b2 ≠ 0. Позначимо через P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) різні точки цієї кривої та 
визначимо їхню суму P3 = P1 + P2 , P3 = (x3, y3), так: 
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На рис. 2 схематично зображено операцію P3 = P1 + P2 для точок еліптичної 
кривої Гаффа. 

 
Рис. 2. Схема операції додавання точок на еліптичній кривій Гаффа 

 

У [20] розглянуто таку форму цієї кривої: 
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 x(ay2–1) = y(bx2–1), 
де ab(a-b) ≠ 0. Позначимо через P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) різні точки цієї кривої та 
визначимо їхню суму P3 = P1 + P2 , P3 = (x3, y3), так: 
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Якщо P1 = P2 , то 2P1 = P3 і 
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2.5. КРИВІ ЕДВАРДСА 
Еліптичною кривою у формі Едварса [21] над полем F, характеристика якого 

відмінна від 2, називають криву, яка в афінних координатах задається рівнянням 
 x2 + y2= c2 (1+ x2 y2), 
де параметр c є елементом поля F. Позначимо через P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) різні 
точки цієї кривої та визначимо їхню суму P3 = P1 + P2 , P3 = (x3, y3) так: 
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У працях [21, 22] розглянуто, наприклад, таку форму цієї кривої: 
 x2 + y2= 1+ d2x2 y2. 
Тут параметр d є елементом поля F, d2 ≠ 0, 1. Позначимо через P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) 
різні точки цієї кривої та визначимо їхню суму P3 = P1 + P2 , P3 = (x3, y3) так: 
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2.6. ЕЛІПТИЧНІ КРИВІ ЛЕЖАНДРА-ЛАУ 
Еліптичною кривою у формі Лежандра-Лау над полем F, характеристика якого 

відмінна від 2 і 3, назвемо криву, яка в афінних координатах задається рівнянням 
 y2 = x(x–1) (x–m), 
де параметр m є елементом поля F, m2 ≠ 0, 1. Цю криву можна отримати за 
відповідних перетворень з кривої Вейєрштрасса та з квадрики Якобі [24], тому вона 
має деякі властивості обидвох кривих. Позначимо через P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) різні 
скінчені точки цієї кривої, P1 ≠ –P2, та визначимо їхню суму P3 = P1 + P2 , P3 = (x3, y3) 
так: 
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На рис. 3 схематично зображено операцію додавання точок еліптичної кривої 
Лежандра-Лау. 

 

 
Рис. 3. Схема операції додавання точок на еліптичній кривій Лежандра-Лау 

 

Якщо P1 = P2 , то 2P1 = P3 і 
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3. ВИСНОВКИ 
Група точок еліптичної кривої над скінченим полем задовольняє декілька 

основних властивостей: групова операція досить проста в реалізації; нескладно 
обчислити порядок групи [25]; побудова груп та обчислення їхніх параметрів не є 
складним завданням; існує багато еліптичних кривих; немає задовільних аналогів 
простих чисел і незвідних поліномів. Завдяки цим властивостям можна будувати 
швидкі та стійкі криптографічні алгоритми на підставі еліптичних кривих. 
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ГРУППОВЫЕ ОПЕРАЦИИ НА ЕЛЛИПТИЧЕСКИХ КРИВЫХ 

О. Коссак, Я. Холявка 

Львовский национальный университет имени Ивана Франко, 
ул. Университетская, 1, Львов, 79000 

e-mail: evagata23@yahoo.com, ya_khol@franko.lviv.ua 
 
Рассмотрено различные виды эллиптических кривых (кривые Вейерштрасса, Якоби, 

Гаффа, Хесса, Эдвардса, Лежандра-Лау) и сформулированы законы сложения и удвоения 
точек. 

Ключевые слова: эллиптические кривые, кратные точки. 
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In this paper we give models of elliptic curves (Weierstrass curves, Jacobi curves, Huff 

curves, Hessian curves, Edwards curves, Legendre-Low curves) and point addition and point 
doubling formulae. 

Key words: elliptic curve arithmetic, elliptic curve point-by-scalar multiplication. 

 


