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Нехай )(z℘ , zsn  − алгебрично незалежні еліптичні функції Вейєрштрасса та Якобі з 

алгебричними інваріантами та еліптичним модулем, )2,(2 31 ωω  і )2,(4 KiK ′  − пари основних 

періодів )(z℘ , zsn . Отримано оцінку сумісного наближення )(4K℘ , 12sn ω . 

Ключові слова: сумісні наближення, еліптична функція Вейєрштрасса, еліптична 
функція Якобі. 

1. ВСТУП 
Еліптична функція Вейєрштрасса )(z℘  задовольняє рівняння 
2))(( z℘′ = )(4 3 z℘ - )(2 zg ℘ - 3g  ([1], с. 37), числа 2g , 3g  називають інваріантами )(z℘ . 

Нехай 31 2,2 ωω  − деяка фіксована пара її основних періодів. 
Еліптична функція Якобі zsn  задовольняє рівняння 

)sn)(1sn(1=)'sn( 2222 zzz κ−−  ([1], с. 46). Число κ  називають модулем zsn , 
1,<<0 κ  число 1/22 )(1= κ−κ′  називають її додатковим модулем. Парою основних 

періодів zsn  є )2,(4 KiK ′ , де KK ′,  − повні еліптичні інтеграли першого роду, що 
відповідають κ′κ,  ([1], с. 23, 44; [5]). 

Надалі будемо розглядати алгебрично незалежні еліптичні функції )(z℘  та 
zsn  з алгебричними 2g , 3g  і κ , періоди яких 12ω , K4  утворюють решітку. 

Через )(Pd , )(PL  позначимо степінь та довжину полінома P  з цілими 
коефіцієнтами, через )(αd , )(αL  − степінь і довжину алгебричного числа α  ([3], 
с. 267); iξ  − наближаючі алгебричні числа, )(= ii dd ξ  та )(= ii LL ξ  − їхні степені та 
довжини, відповідно 2)1,=(i , )ξ,Q(ξn 21deg= . 

Теорема. Якщо хоча б одне з чисел )(4K℘ , )(2sn 1ω  трансцендентне, то для 
довільних алгебричних чисел 21, ξξ  справджується 
 ( ),exp>|)(2sn||)(4| 23

211 TnK Λ−ξ−ω+ξ−℘  (1) 
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0>Λ  − константа залежна лише від 32 , gg  і .κ  
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2. ДОПОМІЖНІ ТВЕРДЖЕННЯ 
Сформулюємо основні леми, потрібні для доведення теореми. Через K,, 21 cc  

будемо позначати додатні константи, залежні лише від 32 , gg  і .κ  
Лема 1. Нехай N∈m . Тоді існують такі поліноми з цілими коефіцієнтами 

mP1, , mP2, , mQ1, , mQ2, , що 
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де )(exp)(),( 2
1,, mcQLPL mimi ≤ , miP ,deg , 2

,deg mQ mi ≤ , 2.1,=i  
Лема 2. Нехай N∈ls, . Тоді існують такі многочлени з цілими коефіцієнтами 

lsP ,1, , lsP ,2, , що 
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 )(deg 2,, lscP lsi +≤ , ))(log(exp)( 3,, lsscPL lsi +≤ , 2.1,=i  
Доведення леми 1 та леми 2 для функції )(z℘  є, наприклад, в [2], [3], [5], а для 

zsn  подібне доведенню для )(z℘ . 
Лема 3 ([5]). Якщо z , w , wz +  допустимі значення, то 
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Лема 4 ([8]). Нехай N∈PB, , ],,[ 1, nbp xxQ KZ∈ , Bb <0 ≤ , Pp <0 ≤ , 
LQL bp ≤)( , , ibpix Q N≤,deg ; nαα ,,1 K  − алгебричні числа, ),,(deg= 1 nm αα KQ . 

Якщо mBP > , то система лінійних рівнянь 
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має цілі раціональні розв’язки 10 ,, −PAA K  такі, що 
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Лема 5 ([3]). Нехай nαα ,,1 K  − алгебричні числа, ],,[ 1 nxxP KZ∈ , 

iix P N≤deg , ),,(deg= 1 nm αα KQ . Якщо 0),,( 1 ≡/αα nP K , то 
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Позначимо |)(|sup=|)(| || zfzf DzD ≤ . 
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Лема 6 ([8]). Нехай 1R , R∈2R , 21 <4<8 RR , )(zf  аналітична в крузі 2|| Rz ≤ , 
E  − множина з 2D  точок, які належать кругу 1|| Rz ≤  і відстань між якими для 
кожної пари точок не менше ε , 1<<0 ε . Тоді 
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Лема 7 ([6]). Нехай )(1 zσ  − σ -функція Вейєрштрасса, що відповідає ).(z℘  
Функцiї )(1 zσ  та )()(1 zz ℘σ  цiлi i для 1>M  виконуються оцiнки 

 .|)(|,|)()(|
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Якщо ε  − відстань вiд найближчого полюса )(z℘  до 0z  i Mz ≤|| 0 , то 

.|)(|
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Лема 8. Нехай )(2 zσ  − σ -функція Вейєрштрасса, що відповідає пов’язаній з 
)(sn z  функції )(~ z℘ . Функції 

 )(sn))/((),)/(( 312312 zeeKzeeKz −+σ−+σ  
цілі і для 1>M  
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Якщо δ  − відстань від 0z  до найближчого полюсу )(sn z  і 00 || Mz ≤ , тоді 

2
0

8312 |))/((| MceeKiz −δ≥−′+σ . 
Доведення леми 8 подібне до доведення леми 7. 

Лема 9 ([5], [7]). Нехай ],[ 21 xxP C∈ , 0),( 21 ≡/xxP , − поліном степеня не 
бiльше 1D  по 1x  i 2D  по 2x , 1D , 12 ≥D , )(z℘ , zsn  − алгебрично незалежні 
еліптичні функції. Тоді кількість нулiв )sn),(( zzP ℘  з врахуванням їхньої кратностi 
при Kz |<|  не перевищує )( 21

2
9 DD +Kc . 

3. ДОВЕДЕННЯ ТЕОРЕМИ 
Доведення теореми будемо проводити другим методом Гельфонда 

(див., наприклад, [2], [7]). 
Припустимо, що (1) не виконується, тобто для достатньо великого N∈λ  

 ( )23
211 exp|<)(2sn||)(4| TnK Λ−ξ−ω+ξ−℘ . (4) 

Приймемо 
 ].ln[==],[= 232 NLSTnN λλ  (5) 
Визначимо функцію 
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де τζ  − твірні елементи ).,( 21 ξξQ  
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Як і в [2], позначимо 
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Тоді з леми 3 
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Існують поліноми )(,,, zG lksi  такі, що 
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З (6), (7), (8), (9) подібно як в [2], [7], отримаємо 
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Нехай ,4= 312
3
1

2
3 gg −ξ−ξξ  ).)(1(1= 2

2
22

2
2
4 ξκ−ξ−ξ  Позначимо через 

),( 212,1, ξξnnsF  і ),( 212,1,, ξξnntsF  вирази, отримані з )2(4 121
)( ω+ nKnF s  та 

)2(4 121, ω+ nKnF ts  заміною )(4K℘ , )(2sn 1ω , )(4K℘′ , )(2'sn 1ω  на 41 ,, ξξ K . 

Розглянемо ),( 212,1,, ξξnntsF  при Nnn ≤≤ 21,1 , Sst ≤≤≤0  як SN 2  лiнiйних форм вiд 
2nL  змiнних τ,2,1 llC . Застосувавши лему 4, виберемо не всi рiвнi нулю τ,2,1 llC  такими, 

що для Nnn ≤≤ 21,1 , Sst ≤≤≤0  
 ).ln(exp|<|0,=),( 326

11,2,1212,1,, TncCF llnnts λλξξ τ  (11) 

З (1), (2), (5), (11) отримаємо для Nnn ≤≤ 21,1 , Ss ≤≤0  
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З (11), (12) при Nnn ≤≤ 21,1 , Ss ≤≤0  отримаємо 
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Доведемо, що (13) виконується і для Nnn ≤≤ 21,1 , Ss λ≤≤0 . 
Нехай 
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 ).)/(()()(=)( 3121 eeKzzzFzG L −+σσ  
Виберемо найменше N∈r  таке, що |),||(|32> 1ω+KNr  rR 12= . Тодi з (2), (5), (6), 
(11) та леми 6 випливає 
 ).ln(exp<|)(| 326

|| TnzG Rz λλ−≤  (14) 
З (14) отримаємо для Ss λ≤≤0  

 ).lnln
2
1(exp<|)(| 26

||
)( TTzG rz

s λλ−≤  (15) 

Для досить малого ε  в ε -околах точок Kn 14  функцiя ))/(( 312 eeKz −+σ  та 
ε -околах точок 122 ωn  функцiя )(1 zσ  не мають нулiв, тому для Nnn 32|||,| 21 ≤  
випливає 
 ),ln(exp>|)(| 325

12)1221,4(1 Tncz nKnVz λλ−σ ω+ε∈  (16) 

 ).ln(exp>|))/((| 325
13)1221,4(312 TnceeKz nKnVz λλ−−+σ ω+ε∈  (17) 

З (14)-(17) для Nnn ≤≤ 21,1 , Ss λ≤≤0  отримаємо 
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Враховуючи (12), для Nnn ≤≤ 21,1  та Ss λ≤≤0  з (18) випливає 

 ).ln
4
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Розглядаючи ),( 212,1,, ξξnntsF , Sst λ≤≤≤0 , ,,1 21 Nnn ≤≤  як значення 

вiдповiдного полінома в алгебричних точках, з леми 5 отримаємо для 
0=),( 212,1,, /ξξnntsF  оцiнку 

 ).ln(exp|>),(| 325
212,1,, TnF nnts λλ−ξξ  (20) 

З (10), (20) отримаємо для Nnn ≤≤ 21,1 , Ss λ≤≤0  
 ).ln2(exp|>),(| 325

212,1, TnF nns λλ−ξξ  (21) 

Оцiнки (19) і (21) суперечливi, тому для Nnn ≤≤ 21,1 , Sst λ≤≤≤0  
0.=),( 212,1,, ξξnntsF  Тоді при Nnn ≤≤ 21,1 , Ss λ≤≤0  

 0.=),( 212,1, ξξnnsF  (22) 

З (22) випливає, що поліном )(zF  має не менше 227
14 ln Tnc λλ  нулiв (з 

врахуванням кратностi), але згідно з лемою 9 нулiв може бути не бiльше 
226

15 ln Tnc λλ , тому для достатньо великого N∈λ  припущення (4) приводить до 
протирiччя, яке й доводить теорему. 

4. ВИСНОВКИ 
Оцінку наближення, сформульовану в теоремі, можна використати, наприклад, 

для дослідження арифметичних властивостей еліптичних функцій Вейєрштрасса та 
Якобі. Порядок оцінки відповідає порядку наближення алгебричними числами 
констант, пов’язаних з еліптичними функціями. Подібні оцінки для багатьох інших 
чисел такого виду можна знайти в [4]-[7]. 
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СОВМЕСТНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ ВЕЙЕРШТРАССА И ЯКОБИ 

О. Мильо, Я. Холявка 

Львовский национальный университет имени Ивана Франко, 
ул. Университетская, 1, Львов, 79000, 

e-mail: olga.mylyo@gmail.com, ya_khol@franko.lviv.ua 
 
Пусть )(z℘ , zsn  − алгебраически независимые эллиптичекие функции Вейерштрасса 

и Якоби с алгебраическими инвариантами и эллиптическим модулем, )2,(2 31 ωω  и 

)2,(4 KiK ′  − пары основных периодов )(z℘ , zsn . Получено оценку соместного 

приближения значений )(4K℘ , ( )12sn ω . 

Ключевые слова: совместные приближения, эллиптичекая функция Вейерштрасса, 
эллиптичекая функция Якоби. 



О. Мильо, Я. Холявка 
ISSN 2078–5097. Вісн. Львів. ун-ту. Сер. прикл. матем. та інф. 2014. Вип. 22 91 

 

SIMULTANEOUS APPROXIMATION OF VALUES OF WEIERSTRASS 
AND JACOBI ELLIPTIC FUNCTIONS 

O. Mylyo, Ya. Kholyavka 

Ivan Franko National University of Lviv, 
Universytetska Str., 1, Lviv, 79000, 

e-mail: olga.mylyo@gmail.com, ya_khol@franko.lviv.ua 
 
Let )(z℘ , zsn  be algebraically independent Weierstrass and Jacobi elliptic functions with 

algebraic invariants and modulus, )2,(2 31 ωω  and )2,(4 KiK ′  be main periods )(z℘ , zsn . We 

estimate from below the simultaneous approximation )(4K℘ , ( )12sn ω . 

Key words: simultaneous approximation, Weierstrass elliptic function, Jacobi elliptic 
function. 

 


