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Досліджено апроксимацію крайових задач еліптичного типу за допомогою штучної 

нейронної мережі (ШНМ) на підставі радіально-базисних функцій (РБФ). Сформульовано 
варіаційний аналог задачі зі штрафом. Нейромережа побудована на підставі РБФ типу Гауса. 
Навчання мережі полягає у мінімізації функціонала похибки, результатом якого буде розв’язок 
сформульованої варіаційної задачі. Алгоритм навчання ШНМ налаштовує невідомі параметри 
РБФ (центри, ширини та ваги) за допомогою методу Ньютона. Для практичної реалізації 
алгоритму розроблено програмне забезпечення, яке використовує паралельні обчислення. 
Такий підхід значно прискорює час навчання нейронної мережі. Проведено дослідження задач 
еліптичного типу з відомим аналітичним розв’язком на мережах з різною кількістю нейронів. 
Обчислено відносну похибку розв’язку та порядок збіжності. РБФ-мережа дає змогу отримати 
розв’язки високої точності й оптимально використати ресурси комп’ютера. 

Ключові слова: крайові задачі еліптичного типу, варіаційна задача зі штрафом, штучна 
нейронна мережа, радіально-базисні функції, функціонал похибки, функція Гауса, паралельні 
обчислення, відносна похибка, порядок збіжності. 

1. ВСТУП 
Процес пошуку наближеного розв’язку здачі математичної фізики – це складна 

процедура, яка потребує значних обчислювальних ресурсів. У більшості випадків 
завдання зводиться до системи лінійних алгебричних рівнянь великої розмірності, 
розв’язок якої дає наближене значення шуканої функції на деякому наборі точок – 
вузлах дискретизації. Зауважимо, що для розв’язування таких систем найчастіше 
застосовують ітераційні методи, які припускають послідовну, а не паралельну 
обробку даних. 

У сучасному світі стрімкого розвитку комп’ютерної техніки, де вже активно 
використовуються багатоядерні процесори, важливим моментом постає розробка 
алгоритмів, програмна реалізація яких би дала змогу оптимально використовувати 
наявні обчислювальні ресурси комп’ютера. Оптимальне використання ресурсів 
можливо лише за максимального розпаралелювання процесів обчислень, що в 
багатьох випадках легко досягається завдяки використанню ШНМ. 

Можливість застосування ШНМ до розв’язування диференціальних рівнянь з 
частинними похідними активно досліджують науковці. Виокремлюють три типи 
нейронних мереж, які використовують у цьому напрямі: мережа на підставі 
радіальних базисних функцій [1, 2, 5, 6, 9, 11], багатошаровий персептрон [7, 8, 10], 
кліткові мережі [3, 4, 12]. 

Мета нашої праці – застосувати ШНМ на підставі РБФ до розв’язування 
крайових задача еліптичного типу. У загальному випадку крайову задачу 
розглядають у вигляді [2] 
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де n – розмірність простору задачі; L , iB  – диференційні оператори. 
Задача ШНМ на підставі РБФ полягає у мінімізації функціонала похибки 

[1, 2, 5, 6, 9, 11] 
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де 0>δi  – штрафні множники, які відповідають за виконання крайових умов на 
відповідних частинах границі. 

Недолік такого підходу полягає в тому, що функціонал E(u) недостатньо точно 
враховує структуру розв’язку та найбільша похибка досягається на межі області. Для 
вирішення проблеми необхідно задавати більшу початкову кількість РБФ в околі 
межі області. 

2. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧІ 
Для дослідження ефективності застосування нейромережевого підходу на 

підставі РБФ розглянемо крайову задачу еліптичного типу: 
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Побудуємо варіаційний аналог задачі (1) зі штрафом 
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Задача нашої мережі буде полягати у мінімізації цільової функції ( )vEσ , яка точніше 
враховує поведінку розв’язку задачі, ніж функціонал похибки (2). 

3. СТРУКТУРА ШНМ ТА АПРОКСИМАЦІЇ РБФ 
Доведено, що нейронна мережа на підставі РБФ є універсальним 

апроксиматором функцій [11]. Для довільної неперервної функції )(xu  знайдеться 
така РБФ-мережа з множиною центрів сі і ширин 0>ia , що функція )(xum , яка 
реалізується мережею, буде близькою до )(xu  за нормою pL , ],1[ ∞∈p . 
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Застосуємо РБФ-мережу до розв’язування варіаційної задачі зі штрафом (4). 
Для створення мережі виберемо базисні функції типу Гауса. Тоді наближений 
розв’язок набуде вигляду 
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ширина функції. 
Схематично структуру нейронної мережі на підставі РБФ зображають у 

вигляді: 
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Рис. 1. Структура нейронної мережі на основі РБФ 

Кожен i -й нейрон РБФ-мережі виконує нелінійне перетворення, яке 
характеризують такі параметри: ic  – центри розташування РБФ, можуть виходити за 
межі області під час апроксимації граничних умов; ia  – контролює ширину РБФ, зі 
збільшенням цього параметра графік РБФ розтягується вздовж площини 0 x1 x2 і стає 
пологішим; wi – вагові коефіцієнти розкладу розв’язку за базисними функціями. На 
вхід мережі подають точки Ω∈= ),( 21 xxx  (точки колокації). На виході отримують 
значення шуканої функції (5) в точці x . 

Навчання мережі зводиться до знаходження невідомих параметрів iw , ic , та 

ia  завдяки мінімізації функціонала похибки ( )vEσ  з (4). Область Ω поділяється на 
прямокутні елементи Ωе для наближеного обчислення інтегралів. У підсумку задача 
ШНМ зведеться до такої: 
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Кожен інтеграл по елементу Ωe з (6) обчислюється чисельно, використовуючи 
наближену формулу Гауса (16 вузлів). Для налаштування невідомих параметрів 
мережі використовують метод Ньютона [1, 2, 5, 6] 
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де η , β , γ  – коефіцієнти швидкості навчання; k – номер ітерації навчання мережі. 
Процес навчання завершується у випадку досягнення заданої точності 

розв’язку ε, яку обчислюють за формулою 
 %1001

,1,1
⋅⋅−=ε

−

ΩΩ
uuu m . (8) 

Програмну реалізацію алгоритму виконують на мові С++, використовуючи 
відкритий стандарт OpenMP (Open Multi-Processing) для реалізації паралельних 
обчислень. Розпаралелення процесів відбувається на етапах обчислення часткових 
похідних функціонала E (7) для кожного нейрона. Загальна кількість нейронів 
поділяється на кількість груп, яка дорівнює кількості ядер процесора. Обчислення 
похідних для кожної групи нейронів виконують незалежно в окремому потоці. Такий 
підхід дає змогу значно зменшити час навчання мережі порівняно з послідовними 
обчисленнями. 

4. ЧИСЛОВІ РЕЗУЛЬТАТИ 
Приклад 1. Для крайової задачі (3) виберемо такі вхідні дані: λ = 1, 0=u , 

α = 104, η = β = γ = 10-4, f (x) = 2π2sin(πx1)sin(πx2), 2)0( 10−=iw , 1)0( 10−=ia , 

( )( ) [ ] [ ]1,01,0, 0
21 ×=Ω∈ii cc  і точний розв’язок u = sin(πx1) sin(πx2). 
Дослідження проводили з різною кількістю нейронів m1=16, m2=25 та m3=36. 

Поділ області Ω на квадратні елементи Ωe проводили рівномірно з кроком h = 0,1. 
Загальна кількість точок навчання мережі M = 1600. Точки навчання мережі 
вибирають з кожного елемента Ωe області окремо, відповідно до вузлів формули 
Гауса для наближеного обчислення інтегралів. Для того, щоб проаналізувати 
збіжність методу, обчислили порядок збіжності 
 ( )( ) 64,1lnlnlnln 1

23,1,1 32
≈−−−−= −

ΩΩ
mmuuuuP mm . (9) 

Всі чисельні результати отримали з відносною похибкою розв’язку ε ≤ 0,01. 
Швидкість навчання нейронної мережі суттєво залежить від значень 

коефіцієнтів η, β, γ. Для прискорення процесу збіжності початкові значення 
коефіцієнтів навчання можна обирати = 10-2 . У процесі навчання значення величин 
зменшуються в 10 разів у разі порушення умови монотонного спадання цільової 
функції ( ( ) ( )kk vEvE σ

+
σ <1 , де k – номер ітерації). Якщо коефіцієнти навчання не 

зменшувати у випадку порушення монотонності, то збіжність процесу втрачається та 
спостерігають осциляції розв’язку. 

Початкове розташування нейронів вибирали рівномірно з області Ω. На рис. 2, 
3 зображено розташування нейронів після навчання нейронної мережі. З наведених 
результатів видно, що у процесі навчання центри РБФ зміщуються симетрично щодо 
центра області та виходять за межі області для того, щоб краще задовольнити 
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граничні умови. Чим менша кількість нейронів, тим вони більше зміщуються за межі 
області. Максимальне значення похибки, яке досягається у межових точках 4103 −⋅≈ . 

На рис. 5 – 7 зображено відповідні графіки абсолютних похибок розв’язків, не 
враховуючи межові точки. Розподіл абсолютної похибки розв’язку є симетричним 
стосовно центра області. Похибка набуває свого максимального значення 3104 −⋅≈  в 
околі межових точок. На рис. 8 показано графік наближеного розв’язку задачі. 
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Рис. 2. Центри РБФ, m1=16 
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Рис. 3. Центри РБФ, m2=25 
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Рис. 4. Центри РБФ, m3=36 

 
Рис. 5. Похибка розв’язку m1=16 

 
Рис. 6. Похибка розв’язку m2=25 
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Рис. 7. Похибка розв’язку m3=36 
 

Рис. 8. Наближений розв’язок 

 
Приклад 2. Виберемо всі вхідні дані аналогічно до прикладу 1, окрім функції 

f (x) = 18π2sin(πx1)sin(πx2) та точного розв’язку u = sin(3πx1) sin(3πx2). Мережу будемо 
навчати з відносною похибкою розв’язку ε ≤ 0,01. Розв’язок задачі досліджували на 
мережах з різною кількістю нейронів m1=16, m2=25 та m3=36, початкове 
розташування яких вибирали рівномірно з області Ω. Зауважимо, що для цієї задачі 
мережа з кількістю нейронів m1=16 дає змогу отримати розв’язок лише з відносною 
похибкою ε ≈ 20 %. Отже, треба збільшувати кількість нейронів для покращення 
точності розв’язку. На рис. 9, 10 зображено розташування нейронів після навчання 
мережі з різною початковою кількістю. 
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Рис. 9. Центри РБФ, m2=25 
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Рис. 10. Центри РБФ, m3=36 

 
Подібно до прикладу 1 нейрони в процесі навчання розташовуються 

симетрично стосовно центра області та виходять за її межі для того, щоб 
задовольнити граничні умови. З рис. 10 видно, що під час навчання мережі може 
відбуватись злипання нейронів. Так ми можемо виключати непотрібні нейрони з 
мережі до отримання оптимальної кількості. 

Рис. 11, 12 відображають відповідні абсолютні похибки розв’язків, не 
враховуючи межові точки. Максимальне значення похибки, яке досягається на межі 

3102 −⋅≈ . 
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Рис. 11. Похибка розв’язку m2=25 

 
Рис. 12. Похибка розв’язку m3=36 

 
Максимальне значення абсолютної похибки в області 2102 −⋅≈  досягається в 

околі межових точок. Графіки похибок симетричні стосовно центра області. На 
рис. 13 зображено наближений розв’язок задачі. 
 

 
Рис. 13. Наближений розв’язок 

 
Під час навчання нейронної мережі виникає питання стосовно розташування 

центрів початкових РБФ. Місце знаходження точок навчальної вибірки може 
відрізнятися від розташування центрів РБФ. Для регулярної області зручно 
розташовувати центри у вузлах сітки, або розподіляти їх випадково. Один із варіантів 
– розташування основної кількості нейронів на межі області і деякої кількості – в 
середині області та поза нею для того, щоб задовольнити граничні умови. Питання 
про кількість нейронів можна вирішувати експериментально, або проводити 
поступове збільшення нейронів мережі (неодноразово вставляючи нейрон у тій точці 
області, компонента функціонала помилки якої є максимальною). 

6. ВИСНОВКИ 
Досліджено ефективність застосування ШНМ на підставі РБФ до 

розв’язування граничних задач еліптичного типу. Побудовано ШНМ на підставі РБФ 
типу Гауса. Зауважимо, що задача нейронної мережі полягає у розв’язанні 
варіаційного формулювання задачі зі штрафом (4). Такий підхід дає змогу точніше 
врахувати структуру розв’язку та отримати результати високої точності, де 
затрачається менше обчислювальних ресурсів, ніж у підході, який розглянуто в 
літературі [1, 2, 5, 6, 9] (задача ШНМ у цьому випадку зводиться до мінімізації 
функціонала похибки (2)). 
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Проведено аналіз чисельних результатів з різною кількістю нейронів. 
Початкове розташування нейронів завжди обирали у вузлах рівномірно розподіленої 
сітки області. В процесі навчання нейрони виходять за межі області для того, щоб 
задовольнити граничні умови. ШНМ здатна сама регулювати оптимальну кількість 
нейронів, якщо їхню початкову кількість вибрано досить великою. У цьому випадку 
може відбуватися “злипання” нейронів, які далі можна виключати з мережі. Якщо ж 
початкова кількість нейронів замала для досягнення заданої точності, тоді потрібно 
нарощувати їхню кількість, додаючи новий нейрон у ту навчальну точку з області, де 
значення цільової функції мережі є максимальним. Використовуючи розглянутий 
підхід, вдалося досягнути високої точності розв’язку з відносною похибкою 

%01,0<ε . 
Важливим моментом для реалізації алгоритмів навчання ШНМ є 

розпаралелення процесів обчислень. Розробили програмне забезпечення на мові С++ 
з використанням відкритого стандарту OpenMP. Розпаралелення процесів 
відбувається на етапах обчислення часткових похідних функціонала E (7) для 
кожного нейрона. Загальна кількість потоків обчислення дорівнює кількості ядер 
процесора. Обчислення похідних для кожної групи нейронів відбувається незалежно 
в окремому потоці. Такий підхід дає змогу значно зменшити час навчання мережі. 
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РАСПАРАЛЛЕЛЕННАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОСЕТЬЮ С РАДИАЛЬНО-БАЗИСНЫМИ 

ФУНКЦИЯМИ 

В. Трушевский1, Г. Шинкаренко1,2 
1Львовский национальный университет имени Ивана Франко, 

ул. Университетская, 1, Львов, 79000, e-mail: kdais@franko.lviv.ua 
2Опольський политехнический университет, 

ул. Пружковская, 76, Ополе, 45-758, e-mail: h.shynkarenko@gmail.com 
 
Исследована аппроксимация краевых задач эллиптического типа с помощью 

искусственной нейронной сети (ИНС) на основе радиально-базисных функций (РБФ). 
Сформулирован вариационный аналог задачи со штрафом. Построена нейросеть с РБФ типа 
Гаусса. Обучение нейронной сети заключается в минимизации функционала погрешности , 
результатом которого будет решение сформулированной вариационной задачи. Алгоритм 
обучения ИНС настраивает неизвестные параметры РБФ (центры, ширины и веса) с помощью 
метода градиентного спуска. Для практической реализации алгоритма разработано 
программное обеспечение, которое использует параллельные вычисления. Данный подход 
значительно ускоряет время обучения нейронной сети. Проведено исследование задач 
эллиптического типа с известным аналитическим решением на сетях с различным количеством 
нейронов. Вычислено относительную погрешность решения и порядок сходимости. РБФ сеть 
позволяет получить решения высокой точности и оптимально использовать ресурсы 
компьютера. 

Ключевые слова: краевые задачи эллиптического типа, вариационная задача со 
штрафом, искусственная нейронная сеть, радиально-базисные функции, функционал 
погрешности, функция Гаусса, параллельные вычисления, относительная погрешность, 
порядок сходимости. 
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CONCURRENT APPROXIMATION OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE 
PROBLEMS BY RADIAL BASIS FUNCTION NEURAL NETWORK 

V. Trushevsky1, H. Shynkarenko1,2 
1Ivan Franko National University of Lviv, 

Universytetska Str, 1, Lviv, 79000, e-mail: kdais@franko.lviv.ua 
2Opole University of Technology, 

Prószkowska Str., 76, Opole, 45-758, e-mail: h.shynkarenko@gmail.com 
 
The Radial Basis Function (RBF) Artificial Neural Network (ANN) approximation for 

solving of elliptic boundary value problems is investigated. A corresponding variation problem with 
penalty is formulated. Gaussian type of RBF is used. Training of neural network is to minimize the 
error functional, which is a solution of a variation problem. ANN training algorithm adjusts the 
unknown parameters of RBF (centers, widths and weights) using gradient descent method. ANN 
training algorithm is developed by using concurrent computing. This approach significantly improves 
the computing time of neural network training. ANN with different numbers of neurons was 
investigated. Relative error and convergence measure of a solution were calculated. RBF network 
allows obtaining solutions with a high accuracy and optimal to use computing resources. 

Key words: elliptic boundary value problem, variation problem with penalty, artificial neural 
network, radial basis functions, Gaussian function, concurrent computing, relative error, convergence 
measure. 

 


