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ВІДШУКАННЯ ЕКСТРЕМУМУ ДОВІЛЬНИХ ГЛАДКИХ І НЕГЛАДКИХ 

ОПУКЛИХ ФУНКЦІЙ ДВОХ ДІЙСНИХ ЗМІННИХ 
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Розглянуто модифікацію чисельного методу мінорантного типу відшукання екстремуму 

довільних гладких і негладких опуклих функцій двох дійсних змінних, яка забезпечує більшу 

швидкість збіжності. 

Ключові слова: некласична міноранта Ньютона та її діаграма, апроксимація функцій, 

чисельний метод оптимізації. 

 

1. ВСТУП 

В [1, 2] побудовано апарат некласичних мінорант Ньютона функцій двох 

дійсних змінних, заданих таблично, який використано для апроксимації функцій та 

розробки чисельного методу оптимізації гладких і негладких опуклих функцій двох 

дійсних змінних. В [3] побудовано апарат некласичних мажорант і діаграм Ньютона 

функцій однієї й двох дійсних змінних, заданих таблично, який використано 

здебільшого для розробки чисельних методів розв’язування задачі Коші для 

звичайних диференціальних рівнянь і їхніх систем, точних на певних класах функцій. 

В [4] цей апарат використано для  побудови чисельних методів для аналізу 

дискретних оптимізаційних процесів. 
 

2. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧІ 

Нехай в області  , D a x b c y d       визначена опукла функція  ,f x y , 

яка може бути гладкою або негладкою. Вважатимемо, що   , 0f x y   для всіх 

 ,x a b . Якщо функція  ,z f x y  набуває від’ємних значень на проміжку  ,a b , 

то замість неї можна розглядати функцію  ,y f x y C  , де стала C  підібрана так, 

що  ,   0f x y C   для всіх  ,x a b . Побудуємо в області D сітку 
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Позначимо  

      ,   0,1, , ;   0,1, , .i j ijf x y a i n j m      

Побудуємо для значень  ,i j ijf x y a  некласичну міноранту Ньютона 

 ,fm x y  [1, 2]. Оскільки функція  ,f x y  є опуклою в області D, то  
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    ,        0,1, , ; 0,1, , .f i j ijm x y a i n j m      

Тоді числові нахили міноранти Ньютона    ,fm x y  визначатимемо за формулами: 
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3. РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧІ 

Спочатку зауважимо таке: якщо для деякої точки  ,k lx y D  виконуються 

умови  

    , 11,   1,kl k lr y r y   (2) 

то точка  ,k lx y  з точністю  max ,s h   є точкою екстремуму функції  ,f x y . 

Вибравши за початкове наближення екстремальної точки будь-яку точку 

 ,k lx y D , алгоритм методу є таким.  

1. Обчислюємо        1, , 1,   ,  ,  kl kl k l k lr x r y r x r y  . Якщо  виконуються умови 

(1), (2), то точка  ,k lx y  з точністю  max ,s h   приймається за оптимальну і на 

цьому робота алгоритму завершується. Якщо обидві умови не виконуються, то 

визначаємо        ,   ,   ,kl kl kl klr max r x r y r x y  і переходимо до пункту 2. Якщо умова 

(1) виконується, а умова (2) ні, то визначаємо      ,   ,kl kl klr max r y r x y  і 

переходимо до пункту (3). Якщо умова (2) виконується, а умова (1) ні, то визначаємо  

    ,   ,kl kl klr max r x r x y  і переходимо до пункту (4). 

2. Якщо    1    1kl klr x і r y  , то при  kl klr r x  за точку  ,k lx y  приймаємо 

 1,k lx y  і переходимо до пункту (1); при   kl klr r y  за точку  ,k lx y  приймаємо 

 1,k lx y   і переходимо до пункту (1); при   ,kl klr r x y  за точку  ,k lx y  приймаємо 

 1 1,k lx y   і переходимо до пункту (1).  Якщо    1,  1kl klr x r y  , то при  kl klr r x  за 

точку  ,k lx y  приймаємо  1,k lx y  і переходимо до пункту (1); при   kl klr r y  за 

точку  ,k lx y  приймаємо  1,k lx y   і переходимо до пункту (1); при   ,kl klr r x y  за 

точку  ,k lx y  приймаємо  1 1,k lx y   і переходимо до пункту (1).  

3. Якщо    1klr y  , то при   kl klr r y  за точку  ,k lx y  приймаємо  1,k lx y   і 

переходимо до пункту (1); при   ,kl klr r x y  за точку  ,k lx y  приймаємо  1 1,k lx y   і 

переходимо до пункту (1).  Якщо   1klr y  , то при   kl klr r y  за точку  ,k lx y  
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приймаємо  1,k lx y   і переходимо до пункту (1); при   ,kl klr r x y  за точку  ,k lx y  

приймаємо  1 1,k lx y   і переходимо до пункту (1).  

4. Якщо   1klr x  , то при  kl klr r x  за точку  ,k lx y  приймаємо  1,k lx y  і 

переходимо до пункту (1); при   ,kl klr r x y  за точку  ,k lx y  приймаємо  1 1,k lx y   і 

переходимо до пункту (1).  Якщо   1klr x  , то при  kl klr r x  за точку  ,k lx y  

приймаємо  1,k lx y  і переходимо до пункту (1); при   ,kl klr r x y  за точку  ,k lx y  

приймаємо  1 1,k lx y   і переходимо до пункту (1).  

Якщо з більшою точністю треба знайти екстремальну точку, то за область D 

беремо окіл знайденої точки, зменшуємо кроки h і s і виконуємо описаний алгоритм.  
 

3. ПРИКЛАД 

Розглянемо задачу оптимізації функції 

   2 2, 2 3 2 5 10f x y x y xy x     . (3) 

Графік цієї функції зображено на рис. 

 

Графік функції (3) 

 

Нехай    0.1,   1 2,  1 2h s D x y         . Виберемо точку (0,5;0,5) за 

початкову й отримаємо 

        , 0,5;0,5 ;  1,643;  0,812k l kl klx y r x r y    

Повторюючи кроки 1 – 4 алгоритму, перейдемо до точки  (1,5;0,5), для якої 

виконуються умови (1), (2). Послідовність ітерацій подано у табл. 
 

Послідовність ітерацій 

Номер 

за пор. 
 ,k lx y   klr x   1,k lr x   klr y   , 1k lr y   ,klr x y  

1 (0,6;0,5) 1,6025 1,5552 0,825 0,7685 1,2047 

2 (0,7;0,5) 1,5552 1,5016 0,8402 0,7794 1,1927 

3 (0,8;0,5) 1,5016 1,4423 0,8579 0,7926 1,1786 
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Номер 

за пор. 
 ,k lx y   klr x   1,k lr x   klr y   , 1k lr y   ,klr x y  

4 (0,9;0,5) 1,4423 1,3781 0,8781 0,8082 1,1625 

5 (1;0,5) 1,3781 1,3103 0,901 0,8263 1,1444 

6 (1,1;0,5) 1,3103 1,2404 0,9264 0,8470 1,1246 

7 (1,2;0,5) 1,2404 1,1697 0,9543 0,8702 1,1033 

8 (1,3;0,5) 1,1697 1,0999 0,9843 0,8958 1,0809 

9 (1,4;0,5) 1,0999 1,0325 1,0161 0,9236 1,0578 

10 (1,5;0,5) 1,0325 0,9686 1,04905 0,9532 1,0344 
 

Отже, з точністю 0,1 точку (1,5;0,5) приймаємо за точку, де функція досягає 

свого мінімуму. У цьому випадку  1,5;0,5 6,25f  . 
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THE MODIFIED NUMERICAL METHOD OF FINDING THE EXTREMUM OF 
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The modification of numerical method of minarant type of finding the extremum of arbitrary 

as smooth and nonsmooth convex functions of two real variables is considered in this paper, that 

provides greater speed of convergence. 
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