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Досліджено чисельні методи розв’язування задачi Кошi для нелiнiйних звичайних 

диференцiальних рiвнянь другого порядку з сингулярнiстю в точці 0x . Побудовано нові 

однокрокові чисельні методи (розвинення в ряд Тейлора та типу Рунге–Кутта), які дають змогу 

знайти розв’язок задачі з четвертим порядком точності. 
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1. ВСТУП 

Сингулярні задачі (крайові задачі та задачі Коші) для нелінійних звичайних 

диференціальних рівнянь виникають при дослідженні задач механіки [1], [2], фізики 

[3] – [5] і хімії [6], а також в інших галузях науки (див., наприклад, [7]). 

Розв’язування сингулярних крайових задач точними триточковими 

різницевими схемами та схемами високого порядку точності [8] – [10] ґрунтується на 

ефективному чисельному розв’язуванні асоційованих сингулярних задач Коші. У 

[11], [12] доведено, що застосування класичних багатокрокових методів і методів 

Рунге–Кутта високого порядку точності до розв’язування сингулярних задач Коші 

призводить до пониження порядку точності цих методів. Використовуючи будь-які 

явні s - ступеневі методи Рунге–Кутта до розв’язування сингулярних задач Коші для 

систем нелінійних звичайних диференціальних рівнянь першого порядку, в 

загальному випадку порядок точності цих методів не може бути вищим, ніж 2. 

Екстраполяційні методи підвищення точності, які ґрунтуються на методах низького 

порядку точності, не працюють ефективно тому, що у випадку сингулярних задач не 

існує правильного асимптотичного розкладу похибки цих методів (див. [13]). У 

працях [14], [15] використано ітераційний метод дефекту корекції прискорення 

швидкості збіжності неявного методу Ейлера, який є чи не єдиним ефективним 

методом чисельного розв’язування сингулярних задач Коші. 

Наша мета – побудувати новий чисельний метод типу Рунге–Кутта 

розв’язування задачi Кошi вигляду 
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де    uxfxkC ,,0   – задані достатньо гладкі функції, 2,1 . Характерною 

особливiстю цiєї задачi є те, що вона має сингулярнiсть у точцi .0x  
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2. РОЗКЛАД РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧІ В РЯД ТЕЙЛОРА НА ПРОМІЖКУ ],0[ 1x  

Задачу (1) зведемо до задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних 

рiвнянь першого порядку 
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     .00,0 0  wuu   

Надалі будемо припускати, що розв’язок задачі (2), (3) існує, єдиний і має необхідні 

властивості гладкості. 

На вiдрiзку ],0[ R  виберемо нерiвномiрну сiтку  ,,,1,0],,0[ˆ
0nnRxnh   

Rxx n 
0

,00  з кроком .1 nn xxh    Задачу (2), (3) будемо розв’язувати так. На 

вiдрiзках 1,,2,1],,[ 01  nnxx nn   застосуємо класичнi однокрокові методи (рядiв 

Тейлора або Рунге–Кутта) розв’язування задачi Кошi для системи звичайних 

диференцiальних рiвнянь першого порядку. На вiдрiзку ],0[ 1x побудуємо новi методи, 

якi будуть враховувати сингулярнiсть цiєї задачi в точцi .0x   

Розв’язок задачі (2), (3) )(),( 1111 xwwxuu  розвинемо в ряд Тейлора в околі 

точки 0x  
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Знайдемо спочатку похідні функції )(xw  в точці .0x  Рівняння (3) запишемо у 

вигляді 
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і перейдемо до границі при .0x  Тоді отримаємо 
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Продиференціювавши рівність (3), матимемо 
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З рівняння (3) знаходимо 
 
x

xw
 і підставимо в (7), тоді 

 
   

 
 

.
1

,
1,

2

2

dx

xdw

x
uxf

xdx

uxdf

dx

xwd 
  (8) 

Звідси, враховуючи (6), одержимо 
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Перейшовши до границі при ,0x  матимемо 
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Продиференціюємо рівняння (8), тоді матимемо 
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З (8) визначимо 
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 і підставивши в останню рівність, отримаємо 
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Звідси згідно з (9)  
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Перейшовши до границі при ,0x  одержимо 

 
   

.
,0

3

30
2

0

2

3

3

dx

ufd

dx

wd


  (10) 

Аналогічно можна знайти четверту похідну 

 
   

.
,0

4

40
3

0

3

4

4

dx

ufd

dx

wd


  (11) 

Диференціюючи послідовно рівняння (2), знайдемо похідні функції  xu  
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Звідси, враховуючи початкову умову )0(w , рівності (6), (9) – (11), отримаємо 
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Знайдемо похідні функції  uxf ,  
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Враховуючи (12), отримаємо 
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Отже, згідно з (4), (5) матимемо 
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(13) 
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3. ПОБУДОВА МЕТОДІВ РУНГЕ-КУТТА ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ 

ТОЧНОСТІ НА ПРОМІЖКУ ],0[ 1x  

Явні чотириступеневі методи Рунге–Кутта розв’язування задачі (2), (3) будемо 

будувати у вигляді 
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виберемо так, щоб похибка методу (15) задовольняла умови 
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мають задовольняти коефіцієнти методу для того, щоб цей метод мав четвертий 

порядок апроксимації: 
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Одним з методів (15), який задовольняє ці вимоги при ,1  є метод вигляду 
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4. ЧИСЕЛЬНИЙ ПРИКЛАД 

Розглянемо задачу  
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з відомим точним розв’язком 

  
 

.

1

,
1

1

322
x

x

dx

du

x
xu






   

Результати розв’язування задачі за допомогою методу (17) на відрізку ],0[ 1x  та 

класичного методу Рунге–Кутта (див., наприклад, [16, с.91], таблиця коефіцієнтів 
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З результатів розв’язування задачі випливає, що запропонований метод Рунге-

Кутта має четвертий порядок точності. 
 

5. ВИСНОВКИ 

Отже, побудовано новий метод типу Рунге-Кутта чисельного розв’язування 

задачі Коші для нелінійного диференціального рівняння другого порядку з 

сингулярністю першого роду. Результати теоретичних досліджень підтверджено 

чисельними експериментами. 
 

Результати розв’язування задачі (18) 

N  Error  p  

10 4101628.0    

20 5101283.0   3.7 

40 7109536.0   3.7 

80 8106856.0   3.8 

160 9104835.0   3.8 

320 10103364.0   3.8 

640 11102317.0   3.9 

1280 12101595.0   3.9 

2560 14109659.0   4.0 
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METHODS OF RUNGE-KUTTA FOUR ORDER OF ACCURACY FOR 

NONLINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS OF SECOND ORDER 

WITH A SINGULARITY OF THE FIRST KIND 

A. Kunynets, M. Kutniv 

Lviv Polytechnic National University, 

Bandera Str., 12, Lviv, 79013, e-mail: kutniv@yahoo.com 
 

Numerical methods for solving initial value problem for nonlinear ordinary differential 

equations of second order with a singularity at point 0x  are investigated. New one-step numerical 

methods (Taylor series and Runge-Kutta) that allow us to find the solution of problem with the fourth 

order of accuracy are constructed. 

Key words: nonlinear ordinary differential equations, initial value problem, methods of Runge-Kutta, 

singularity of the first kind, order of accuracy. 
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