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Запропоновано нову процедуру синтезу статичного зворотного зв’язку за виходом на основі апарату ліній-

них матричних нерівностей. Показано, що управління забезпечує стабілізацію безпілотного літального апара-

та під час виконання льотного завдання в умовах дії на нього зовнішніх неструктурованих збурень. Досліджен-

ня проведено на прикладі управління поздовжнім рухом безпілотного літального апарата. 
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Постановка проблеми 

Проблема синтезу статичного зворотного 

зв’язку за виходом – одне з актуальних завдань 

сучасності. Значущість розроблення статичних 

регуляторів за виходом зумовлено їх простотою 

реалізації на практиці.  

Насамперед синтез та практична реалізація 

статичних регуляторів за виходом надзвичайно 

важливі у сфері керування малими безпілотними 

літальними апаратами (БПЛА), зокрема побудова 

регуляторів наперед визначеного порядку. 

Синтез системи управління БПЛА виконуєть-

ся в умовах жорстких обмежень щодо складу 

бортової вимірювально-обчислювальної системи. 

Тому синтез простих законів керування малими 

БПЛА натепер є, безумовно, актуальним питан-

ням. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 

Простота застосування статичних регуляторів 

спонукає учених до пошуку та розроблення но-

вих підходів і процедур із застосуванням аналі-

тичних та числових методів синтезу. Так, вагомі 

результати досліджень подано працями вчених 

[11; 13].  

Ітераційний підхід до синтезу статичного ре-

гулятора ґрунтується на необхідних та достатніх 

умовах [8].  

Ще один ітераційний алгоритм синтезу робас-

тного статичного зворотного зв’язку базується на 

методі стохастичної апроксимації [14].  

У праці [3] синтез статичного зворотного 

зв’язку визначається розв’язанням оберненої лі-

нійно-квадратичної задачі. 

Мета роботи – розроблення науково-

обґрунтованої методики та алгоритмічного за-

безпечення синтезу статичного зворотного 

зв’язку за виходом для системи управління висо-

тою польоту БПЛА з оптимальною компенсаці-

єю зовнішніх збурень, обмежених за модулем. 

Синтез статичного регулятора за виходом 

Нехай об’єкт управління описується у прос-

торі станів системою рівнянь вигляду [1] 

;

,

t t t t

t t

x Ax Bu B

y Cx


                      (1) 

де n
x R  – вектор стану системи; 

m
u R  – вектор управління; 

p
y R  – вектор вихідних змінних об’єкта 

управління; 
n

R  – вектор зовнішніх збурень, які діють 

на об’єкт. 

Відповідні матриці розміру 
n×n

A R , 
m×n

B R , 
p×n

C R  на об’єкт управління діють 

обмежені за нормою 2L  зовнішні збурення υ:  

2 T

0

t dt . 

Ступенем гасіння збурень в об’єкті управлін-

ня називають величину γ таку, що [1; 2] 
2

2
0

sup
t

z t

t
. 

Необхідно з’ясувати існування можливості 

компенсації зовнішніх збурень, що діють на 
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об’єкт з деяким ступенем γ > 0, та виконання 

умови 

2

2

2

z t

t
. 

У випадку, коли сигнал управління формуєть-

ся безпосередньо за даними вектора виходу y , 

розв’язується задача синтезу статичного регуля-

тора за виходом у каналі зворотного зв’язку в 

термінах лінійних матричних нерівностей [6; 11; 

13]. Такий регулятор дозволяє стабілізувати 

сім’ю номінальної та параметричної збуреної 

моделей типу (1) із законом управління вигляду 

t t tu Ky KCx ,                             (2) 

де K  – матриця коефіцієнтів підсилення, яка для 

заданого значення γ > 0 забезпечує виконання 

нерівності:  

2

0

T T 2 T

0 0

,

J z t dt

t t t t dt t t dt

K

x Qx u Ru

0t ,                                                             (3) 

де 0Q , 0R   вагові діагональні матриці 

стану та управління відповідно.  

Вихідний сигнал z t  використовується для 

оцінювання якості системи управління і має виг-

ляд [7; 8]: 

0

0

t
z t

t

xQ

uR
. 

Функціонал якості (3) з урахуванням умови, 

що управління реалізується через статичний зво-

ротний зв’язок за виходом вигляду (2), можна 

подати так: 

T
T T

0

2 T

0

, 0.

t t
J e e dt

t t dt t

A BKC A BKC
K Q C K RKC

(4) 

Системи, для яких справедливе виконання 

умов (3), (4), називаються γ-оптимальними. За-

кон управління (2) можна розглядати як забезпе-

чення гасіння в заданому співвідношенні γ збу-

рень об’єкта [1; 2; 5; 7]. 

Таким чином, відповідно до постановки зада-

чі необхідно знайти таку матрицю підсилення 

K , яка забезпечить одночасну стабілізацію 

множини номінального та параметрично збуре-

них об’єктів управління (1) та виконання умови 

(4) за деякого значення γ.  

Знаходження деякого спільного розв’язку для 

множини матриць вигляду (1) свідчить про роба-

стну стійкість визначеного регулятора, а знайде-

ний розв’язок є робастно стабілізувальним [4]. 

Задача синтезу статичного регулятора за ви-

ходом потребує визначення початкового нульо-

вого розв’язку.  

У літературі [1–4; 6–8; 11; 13] запропоновано 

низку методів визначення початкової матриці K  

стабілізувального розв’язку.  

Для розв’язання поставленої задачі викорис-

тано алгоритм, який на противагу від існуючих 

підходів, не потребує визначення нульового на-

ближення матриці K . Такий підхід до 

розв’язання задачі синтезу статичного зворотного 

зв’язку за виходом запропоновано в працях [7; 9]. 

Автори звели задачу синтезу γ-оптимального 

статичного зворотного зв’язку до розв’язання 

рівняння Ріккаті ітераційним методом.  

Розв’язання рівняння Ріккаті ітераційно [7; 9] 

дає змогу визначити стабілізувальне керування 

лише для однієї моделі вигляду (1).  

Інтерес становить конструювання регулятора 

для деякої множини матриць вигляду (1).  

Для визначення матриці підсилення K  для 

деякої множини матриць вигляду (1) поставлена 

задача розв’язується в термінах лінійних матри-

чних нерівностей.  

У працях [5; 9] показано, що задача синтезу 

регулятора для деякої множини моделей системи 

зводиться до розв’язання такої лінійної матрич-

ної нерівності: 

T T

T

T 2

0 0
0

0 0

0 0

P A A P Q P B P B L

B P R

B P I

L R

i

i

n i i n n i n n

i

n

,  (5) 

де структуру невизначеностей моделі керування 

подано політопами вигляду A Bi i , 1, ,i N  

– множина моделей, параметри яких залежать від 

значення істинної повітряної швидкості БПЛА.  

Головні переваги запропонованого підходу до 

синтезу статичного зворотного зв’язку за виходом: 
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 не потрібно визначати нульове наближення 

матриці K ; 

 можна знаходити спільний розв’язок для 

сім’ї матриць політопа, що свідчить про робаст-

ну стійкість системи. 

Синтез статичного регулятора, оптимального за 

γ-критерієм, можна подати у вигляді алгоритму: 

1) ініціалізація: задаємо 0n , 0 0L ; визна-

чаємо γ, ,Q R ;  

2) розв’язуємо нерівність (5) відносно nP  (n – 

номер ітерації), значення матриць K  і L  на ко-

жному кроці оптимізаційної процедури розрахо-

вуємо за формулами: 
1

1 T T T
K R B P L C CCn+1 n n ; 

T
1 1L RK C B Pn n n ; 

3) перевірка умови збіжності: алгоритм зупи-

няється у разі виконання умови 1K Kn n ; 

  2H  норма матриці. 

Розглянемо режим стабілізації висоти польоту 

на прикладі керування малим БПЛА «Жайвір-М6».  

Динаміка поздовжнього руху БПЛА       

«Жайвір-М6» у просторі станів описується фазо-

вим вектором  

T
, , , ,x V q h ,  

де V   істинна повітряна швидкість;  

α – кут атаки;  

  кут тангажа;  

q – кутова швидкість тангажа;  

h – висота польоту.  

Управління в поздовжньому русі здійснюєть-

ся відхиленням рулів висоти та керуванням тя-

гою двигуна, тобто  

T
,u thl e . 

Розглядаються дві моделі:  

 номінальна (за істинної повітряної швид-

кості 33,9 м/с);  

 параметрично збурена (за істинної повіт-

ряної швидкості 38,8 м/с).  

Матриці стану та управління лінійних моде-

лей БПЛА «Жайвір-М6» мають вигляд: 

0,2123 25,6346 9,81 0 0

0,0442 3,0958 0,2875 0,9734 0

;0 0 0 1,0 0

0,5404 114,9272 0,5970 10,1163 0

0 33,9910 33,9910 0 0

nA

 

1045,1375 0,9856

0 0,5171

0 0

0 258,7056

0 0

nB ; 

0,2428 33,5390 9,81 0 0

0,0442 3,5420 0,2513 0,9734 0

0 0 0 1,0 0

0,6184 150,5485 0,5983 11,5816 0

0 38,880 38,880 0 0

pA ; 

1045,1375 1,2895

0 0,6312

0 0

0 338,1254

0 0

pB , 

де індексами n, p у матрицях A  і B  позначено 

номінальну та параметрично збурену моделі поз-

довжнього руху відповідно.  

Динаміка виконавчих механізмів БПЛА опи-

сується четвіркою чисел вигляду 

1/ 1/

1 0

a a a a

a a

A B T T

C D
, 

де Та = 0,23 с – стала часу сервопривода.  

Математична модель зовнішніх вітрових збу-

рень має вигляд стандартизованої моделі Драй-

дена [10].  

Рівень гасіння збурень γ для задачі синтезу 

статичного зворотного зв’язку становить 1,04.  

Матриця спостережень має вигляд: 

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

C . 

У результаті розв’язання лінійної матричної 

нерівності (5) знайдено матрицю підсилення ста-

тичного зворотного зв’язку за виходом, що га-

сить зовнішні збурення в заданому співвідно-

шенні γ і має вигляд: 

0,0125 0,2963 0,0067 0,0114

0,0170 1,3775 0,0292 0,0510
K . 

Числові показники функціонування номіналь-

ної та збуреної замкнених систем зі статичним 

регулятором за виходом наведено в табл. 1. 
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Таблиця 1. Показники функціонування  

замкнених систем управління 

Норма Модель 

Номінальна Збурена 

Н2: 

детермінований випадок 

стохастичний випадок 

 

0,3830 

0,5936 

 

0,3795 

0,6181 

Н∞ 0,5534 0,6917 

 

 Значення середньоквадратичних відхилень 

змінних вектора стану БПЛА «Жайвір-М6» зі 

статичним регулятором у ланці зворотного 

зв’язку наведено в табл. 2. 

Результати моделювання динаміки замкненої 

номінальної та параметрично збуреної систем з 

урахуванням нелінійностей, притаманних реаль-

ним законам управління, подано на рисунку. 

 
 

Таблиця 2. Середньоквадратичні відхилення змінних стану БПЛА «Жайвір-М6» 
 

Модель 
Середньоквадратичні відхилення змінних у просторі станів 

σV, м/с σα, град σq, град/с , град σh, м σel, град σth, % 

Номінальна 0,1681 1,1954 3,5785 0,9677 0,4547 0,0579 0,0010 

Збурена 0,1798 1,2056 3,9755 0,9838 0,4657 0,0601 0,0010 

 

 

 
а 

 
б 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Результати моделювання поздовжнього руху 

БПЛА під дією зовнішніх атмосферних збурень:  
а – криві перехідних процесів за швидкістю;  

б – криві перехідних процесів за висотою;  

в – криві перехідних процесів за тангажем 
 

                                           в 
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Висновки 

Подано процедуру синтезу статичного регу-

лятора за виходом у термінах лінійних матрич-

них нерівностей. Основними перевагами викори-

стання статичних регуляторів є відсутність пот-

реби відновлення вектора стану й синтез законів 

управління безпосередньо на основі доступних 

вимірів фазового вектора. 

Результати моделювання динаміки поздовж-

нього руху малого БПЛА зі статичним зворот-

ним зв’язком, а також числові показники функ-

ціонування підтверджують ефективність синте-

зованої системи управління. Стабілізація висоти 

польоту БПЛА витримується відповідно до зада-

вального сигналу, кутові відхилення літального 

апарата перебувають у допустимих межах. 
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A contemporary approach for static output feedback design via linear matrix inequalities is proposed. The obtained solution 

guarantees stabilization of Unmanned Aerial Vehicle during flight envelope. During flight the unmanned aerial vehicle is subjected 

to the external disturbances. The efficiency of the proposed approach is demonstrated by a case study of Unmanned Aerial Vehicle 

longitudinal motion. 
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Предложено новую процедуру синтеза статической обратной связи по выходу на основе аппарата линейных матричных 

неравенств. Показано, что управление обеспечивает стабилизацию беспилотного летательного аппарата во время 

выполнения летного задания в условиях действия на него внешних неструктурированных возмущений. Исследование 

проведено на примере управления продольным движением беспилотного летательного аппарата. 

Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат; гашение возмущений, неструктурированные внешние возмущения; 

робастность; стабилизация летательного аппарата; статическая обратная связь по выходу. 
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