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Wprowadzenie. Waznym parametrem funkcyjnym chropowatosci po obrobce ubytkowej
i uszlachetniajacej oraz eksploatacji jest udziat materialowy (nazywany; wspotczynnikiem dlugosci nosne;j
chropowatosci profilu/powierzchni) oraz przebieg jego wartosci w zalezno$ci od poziomu przecigcia
profilu/powierzchni, okreslony krzywa udzialu materiatowego Abbotta Firestone (nazywana, krzywa
nos$nosci) oraz zwiazany z nig rozklad rzednych profilu [1-6]. Wyniki wielu badan dowodza, ze
eksploatacyjne wskazniki maszyn i urzadzen polepszaja si¢, gdy powierzchnie dwoch wspotpracujacych ze
soba elementow charakteryzuja si¢ odpowiednim przebiegiem tych krzywych [7-10]. Z tego tez punktu
widzenia matematyczne udowodnienie istnienia jednego punktu przegigcia proponowanej postaci
matematycznej R(x) [11-14] oraz jednoznacznos$¢ jej okreslenia za pomoca jej trzech parametrow A4, x, i B
nabiera waznego znaczenia poznawczego i utylitarnego.

Analiza literatury. W pracy [11] przedstawiono sposob aproksymacji unormowanej krzywej
udzialu materiatowego funkcja trzyparametrowa, minimalizujaca maksymalna odleglo$¢ punktow
dyskretnych otrzymanych z pomiaru krzywej nosnosci profilu chropowatosci powierzchni od tej funkcji.
Zamieszczono metodyke obliczenia bledu dopasowania, uzyskujac w 98% z 500 analizowanych powierzchni
po gladzeniu, btad aproksymacji mniejszy od btedu pomiaru odcigtych i rzednych krzywej Abbotta
Firestone. Stwierdzono skorelowanie parametrow opis unormowanej krzywej Abbotta Firestone parametrami
A, x9, B ze wspotrzednymi charakterystycznych jej punkow i pochyleniem. Ma miejsce silnie skorelowane
parametrow: $redniej arytmetycznej rzednych profilu Ra i wysokos¢ najwyzszego wzniesienia profilu Rp,
wyznaczonych z odpowiedniego pola powierzchni krzywej Abbotta Firestone oraz z zarysu profilu
chropowatosci powierzchni. Wystepuja coraz wigksze ich réznice, im mniejsze sa od 1 pm parametry Ra i
Rp [12]. Analiza krzywej Abbotta Firestone umozliwita jej opis za pomoca wspdlczynnika niepelnosci
Rp/Rt, pochylenia unormowanego Rk/Rt 1 odcigtej xrk krzywej Abbotta Firestone - charakteryzujacej
przechodzenia obszaru wzniesien do obszaru wglebien nieréwnosci powierzchni. Okreslono takze
interpretacje fizyczna proponowanego opisu i jego poprawnos¢ [13]. Zmieszczono [14] poprawno$é opisu
krzywej nosnosci chropowatosci powierzchni gladzi cylindrow parametrami wynikajacymi z trzech
odmiennych metodyk obliczeniowych za pomoca: niezaleznosci pochylenia rdzenia chropowatosci od
udziatu no$nego wglebien, korelacji migdzy parametrami, istotnosci réznic migdzy wartosciami $rednimi,
sktadowych glownych, rozréznialnosci procesu technologicznego gladzenia, rozrzutu oceny w grupach
cylindrow o zblizonych cechach wytwarzania oraz przydatno$ci w procesie konstruowania, wytwarzania,
eksploatacji i1 modelowania. Zaistniala mozliwo$¢ matematycznego obliczenia wysokosci 1 udziatu
materiatowego dla dowolnego/charakterystycznego punktu/obszaru krzywej Abbotta Firestone z
opracowanego modelu matematycznego [11-14].

Metody opisu krzywej Abbotta Firestone zostaly przestawione w [11, 13]. Opis krzywej czterema
parametrami ks, ko, k;, ko funkcji wielomianu 3 stopnia jest takze stosowany [15]. Szerokie zastosowanie
znalazto przedstawienie krzywej Abbotta Firestone w uktadzie modeli stochastycznych Greenwooda-
Williamsona oraz Minkowskiego i Nayaka [16, 17, 18]. Krzywa Abbotta Firestone, umozliwia takze
przedstawienie réznych wiasciwosci geometrycznych powierzchni w tym trojwymiarowych. Mozna
analizowa¢ na jej podstawie pochylenie zboczy profilu/powierzchni, wysokosci wierzchotkow/szczytow,
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promienie zaokraglenia wierzchotkéw/szczytéw [19, 20]. Stwarza to lepsze mozliwosci oceny powierzchni
od tradycyjnego jej zastosowania, oczywiscie do rozktadu rzednych/amplitud.

Przebieg zmiennoSci oraz istnienie jednego punktu przegigecia aproksymujacej funkcji R(x)
udzial materialowy Abbotta Firestone. Rozwazmy nastepujace funkcje fi(x), f>(x) (rys. 1) opisujace

udzialu materialowego (krzywa nosnosci) chropowatosci powierzchni po obrobce ubytkowej lub eksploatacji
[11-14]:

fi(x)= %{1 + Earctg[A(ctgﬂxO - ctgnx)]}
p/a

fo(x) = 8BY)

tgB '

gdzie A, B, x( sa parametrami.

Zakladamy tutaj, Zze zmienna x przebiega przedziat (0,/), natomiast X E(O, 1), A E(O, l) ,
Be (O, gj . Ponadto rozpatrywa¢ bedziemy réwniez funkcje R(x) opisujaca takze krzywa udziatu nosnego,

ktora jest kombinacja wypukla funkcji f,; 1 f,. Dokladniej, zuwzglednieniem wag wptywu funkcji
sktadowych f| 1 f, tj. funkcje R(x) =0,7f,(x)+0.3f,(x) (rys.2).

Zajmiemy si¢ w dalszym ciagu zbadaniem podstawowych elementow zwiazanych z przebiegiem
zmiennosci rozwazanych funkcji f| (x), f, (x) oraz R(x) w zaleznosci od parametrow A, B, x; (rys. 1).

Analizg rozpoczniemy od zbadania pierwszej i drugiej pochodnej funkcji f; (x).

Mamy:
7A A
1 .2 s 2
f(X)=— Sin-— 77x — Sin-— 7zx —
: w1+ 4 (ctgﬂac0 — ctg7zx)2 1+ 4° (ctg7zx0 — ctg7zx)2
1

= Asin® x,

sin” 7oesin® 7o, + A% sin® 77(x —x,)

Nietrudno zauwazy¢, ze f'(x) >0 dla x €(0,1) oraz dla wszystkich dopuszczalnych warto$ci

parametrow A, B, x(. Oznacza to, ze funkcja f| jest SciSle rosnaca na przedziale (0, 1).
Podobnie:

. 2 . 2 .
. —{sm 7,2 S1n 70¢ cos 7ox-w + A2 sin 7z x — x, hcos wlx — x; 71'}
fl(x) = Asin’ x,x 0 ( o) ( 0)’

sin” 7oc sin” 7zx, + A sin® z(x — x, )

Asin® sin” 7ox,-sin 2700 + 4% sin 277(x — x, )
=—Azxsin’ mx
0

[sin2 mesin® 7o, + A sin® 7(x — x, )]2
Przeanalizujmy teraz f,'(x).
Zauwazmy, z€:
x, €(0,1) = mx, € (0, 7) = sin® x, > 0= —Axsin’ mx, <0 (1)
Znajdziemy najpierw miejsca zerowe f,"(x):
£lx) =0 < sin® mx, sin 270 + A sin 27(x — x,) = 0 <
& sin® 7, sin 2720 + A° sin(27¢ — 270x, ) = 0 <
< sin® 7 sin 270 + A° sin 2700 cos 27, — A” cos” 2 oesin 27zx, = 0.
Stad:
(A2 cos 27, +sin’ 7zx0)sin 2mc— A’ sin 2, cos2m =0
(A2 cos 27, +sin’ 7, )sin 2 = A sin 270, cos 27

sin2m A’ sin 2,

b

cos2mx A’ cos2mx, +sin’ 7,
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A?sin 27,

1g2mx = - .
A? cos 27x, +sin’ 7,

Ostatecznie otrzymujemy:

+ 5 k=0,+1,+2. )

1 ( A’ sin 27, j k
X =—arctg
2r

A? cos 2/, +sin” 7x,
Zauwazmy dalej, ze:
A? cos 27, +sin’ mx, = Az(cos2 7, —sin’ 7zx0)+ sin”® 7zx, = A” cos’ mx, + (l + Az)sin2 X,
Stad wida¢, ze wyrazenie w mianowniku utamka, stojacego pod arcus tangens w (2), jest kombinacja
wypukla sin’ 7X() oraz cos’ 7x( . Poniewaz sin’ x>0 oraz cos” 7xp = 0 i rownoczesnie nie moze by¢

sin’ mo=01 cos’ =0 (bo sin’ g + cos’ 7 =1) wigc wspomniane wyrazenie w mianowniku jest
dodatnie. Zatem znak wyrazenia:
A’ sin 2,

3)

A cos 2mx, +sin® mx,
zalezy tylko od znaku wyrazenia w liczniku.
Zauwazmy teraz, ze liczba x obliczona ze wzoru (2) jest punktem podejrzanym o realizacj¢ punktu
przegiecia.
Dla k=0, 1 lub 2 odpowiednio oznaczmy te liczby przez x,, X;, x,. Ogélnie, niech x, oznacza

liczbg otrzymana z (2) dla ustalonego keZ.
Zauwazmy nastepnie, ze utamek (3) mozna przeksztatci¢ do postaci:

24182,
A +(1- 4 g,
Oznaczmy dalej y = tgmx( irozwazmy funkcje:

24%y
h(y) = .
) A +(1- A4)?

Nietrudno wywnioskowac, ze gdy x( przebiega przedziat (0,1), wowczas y przebiega przedzial (-,

“4)

+o0). Ze wzgledu na nieparzystos¢ funkcji h=h(y), wystarczy ja zbada¢ tylko na przedziale [0, +o0). Mamy:
A —1-4)y?
H(y)= (-4) 242,
47 + (-2 f

Stad:

h'(y)>0<:>y<L
V11— 42

a zatem funkcja h jest rosnaca na przedziale {O,Lz] .
1-4

Ponadto
A
K(y)<0s y>——x \/_
a wigc funkcja h jest malejaca na przedziale ( - 40
l A
Ponadto
, A
h0)=0 y=—=—.
1- 47
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Zatem funkcja A(y) osiaga maksimum lokalne (zarazem globalne) w punkcie y =

A

V-4

minimum lokalne (globalne) w punkcie y = —

Wynosza one:

hmax:h( 4 = 4 oraz hmin:h(— A4 ]:_L.
NI-4 ) 1-4° 1— 4> 1— A2

Ponadto mamy:

A—>1=>+

— +00=>
1— 42
1

:_l<_La;ﬂct L<Larct (h )<Lar0t L_)
47 2z g\/l—A2_27r S 0x g«/l—Az 4

a) b)
0 X 1 0 X 1
0 0 —
B=1.55
\
B=1.16
B=0.78 /
AN
_ - B=0.39
- B=0.001 \
Xf&1 \
1 1

Rys. 1. Rodziny funkcji sktadowych stosowanych do aproksymacji krzywej no$nosci profilu:
a) funkcja f;(x) dla wybranych wartosci parametrow 4, x,, b) funkcja f>(x) dla B zmiennego <0,001,
1,55> z krokiem ~ 0,39

Stad otrzymujemy:

—<x <—, )
4 1
3 5
—<x, <—.
4 4
Teraz, biorac pod uwagg to, ze odlegto$é pomiedzy liczbami x,;, x;, X, saréwne 1/2 otrzymujemy

nastepujacy wniosek:
Whiosek Funkcja f,(x), rysunek la, moze mie¢ co najwyzej dwa punkty przegiecia w przedziale

(0,1).
W dalszym ciagu przeanalizujmy doktadniej mogace si¢ tutaj pojawic¢ przypadki.
Zat6zmy najpierw, ze x, €(0,1). Wtedy sin2zx, > 0 co implikuje, ze utamek (3) jest dodatni a

wiec do przedziatu (0.1) nalezy rowniez punkt x, (dokladniej: x| € (5 , %) ) natomiast punkt x, znajduje
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sig juz poza przedziatem (0,1). Oznacza to, ze w tym przypadku f,(x) ma dwa punkty x, i X,
podejrzane o realizacjg punktéw przegigcia. Zatozmy teraz, ze x € (0, x,). Wtedy z (2) otrzymujemy:
A? sin 27x, )

A? cos 27x, +sin’ mx,

2mx < 2mx, = arctg(

skad:
A? sin 27,

1g2m < — — .
A" cos2mx, +sin” mx,

. T
Stad i z faktu, ze 0 < 27mx < 27mx,, < 2 mamy:

(A2 cos2mx, +sin’ mx, )sin 2mx < A sin 27, -cos 27x .
Ostatecznie:
f'(x)>0 dla x €(0, x;).
W podobny sposéb pokazemy, ze f,(x) <0 dla x € (x,,x,) atakze f,"(x) <0 dla x €(x;,1).

Reasumujac, otrzymujemy:

. 1 . . . . ¥ kS
Jezeli x E(O, Ej, to funkcja f,(x)_ma doktadnie dwa punkty przegigcia X, oraz X, na

przedziale (0, 1). Ponadto, f, jest wypukla na przedziatach (O, x; ) 1 (xf , 1) oraz wklesta na przedziale

(x5 x7).
Oczywiscie analizujac doktadnie zwiazki (2), (4) 1 (5) tatwo zauwazy¢, ze gdy A jest niewielkie

* . . . * 1
(blisko 0) to x, jest takze bliskie 0. Gdy 4 - 1 to x, — Z
Nietrudno tez przewidzie¢, ze gdy x, € (%, lj , to wtedy x, <0 a wigc punktami przegigcia sa

* * 1 * 1 3 *® . .
punkty o odcigtych x, oraz x, , przy czym Z <x < E za$ Z <x, < 1. Ponadto funkcja f, jest wklgsta

na przedziale (0, x| ) oraz ( x,, 1 ) oraz wypukla na przedziale ( X[, X, ) . Stad otrzymujemy wniosek.
Jezeli x, e(%, lj , to funkcja f,(x) ma dokladnie dwa punkty przegiecia x| i x, na przedziale
(0,1). Ponadto, f, jest wklesta na przedziatach (0, x; )i (x;, l)oraz wypukta na przedziale ( X[, X, ) .

1
Pozostat jeszcze do przeanalizowania przypadek x, =— . Wtedy z (3) mamy, ze x, =0 . Dalej, na

2

podstawie (2) otrzymujemy:

Ponadto, nietrudno sprawdzi¢, ze f, jest wklesta na przedziale (0, 1/2) i wypukla na przedziale (1/2,
1). Zatem:

1
Jezeli x, = E . to funkcja f,(x) ma doktadnie jeden punkt przegigcia o odcigtej rownej //2. Jest

ona wklesla na przedziale (0, 1/2) oraz wypukla na przedziale (1/2, 1).
Zajmiemy si¢ w dalszym ciagu analiza funkcji £, (x).

Zauwazmy gdy B — 0, to otrzymujemy:

X)= o X :llm
fz( ) f2( ) B0 th B—0 BX th

BBY) _ i 1880 B _
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V4
Z drugiej strony, przy B — 5 otrzymujemy:

fr(x) = fz (x) = lim f,(x) = lim

z_ z_ tgB
Baz B»z g

tg(Bx) 0,dlax <0
Ldlax=1

Dalej mamy:
B B 1
th cos’ (Bx) th cos’(Bx)

fi(x) =

Poniewaz parametr B przebiega , zgodnie z zalozeniem, przedzial (0, Ej , to latwo wida¢, ze

/5 (x) >0 dlaxe(0,1). Stad wynika, ze f, jest funkcja Scisle rosnaca na przedziale (0,1).
Dalej mamy:
) B® sin2Bx
fx) = o SRS
tgB cos” (Bx)
Pochodna ta mozna réwniez przedstawi¢ w postaci:
y 2B*cosB sin Bx
,(x) =

sinB  cos’ Bx

Zauwazmy, ze z przyjetych zatozen (a mianowicie: xe(0,1), B E(O, g)) wynika latwo, ze

f'(x) >0 dla xe&(0,1). Ponadto przypomnijmy, ze f, (x) >0, a wiec funkcja f, jest rosnaca i wypukla

na przedziale (0,1). Dalej mamy: f, (0) = 0 oraz f, (I) = 1. Zatem wykres funkcji f, (x) ma ksztalt jak na
rysunku 1b.
Zajmijmy si¢ w dalszym ciagu dyskusja drugiej pochodnej funkcji R(x), a wigc funkcja:
R"(x)=0,7f(x)+0,3f,(x).
Podstawiajac obliczone wezesniej wartosci £, (x) oraz f, (x) otrzymujemy:
sin® 7o, sin 270 + A° sin 27r(x - X, ) B® sin2Bx

[sin2 mesin® mx, + A sin’ 7(x — x, )]2 " tgB cos4Bx

R"(x) =-0,7Axsin’ mx,

—0,77Asin” 7x, sin B cos’ Bx[sin2 mx,sin 270 + A sin 27(x — x, )]x

. .2 .2 2 .2 2
sin Bcos® Bx|sin® zovsin® 7o, + A” sin ﬁ(x—xo)]

: : : : 2
. 0,6B° cos Bssin Bx[sm2 mx,sin’® e+ A% sin? z(x - x, )]

. . . . 2
sin Bcos’ Bx[sm2 mesin® e, + A” sin? z(x — x, )]
Stad widoczne jest, ze funkcja R"” (x) ma niezwykle ztozona postac, przez co niemozliwym staje sie

jej analiza klasycznymi metodami rachunku rézniczkowego. Fakt ten spowodowany jest rowniez tym, ze
funkcja R" (x) zalezna jest od trzech niezaleznych od siebie parametrow A, B oraz x .

Niemniej jednak, korzystajac ze wcze$niej ustalonych faktow podamy teraz pewne wnioski
dotyczace zachowania sig funkcji R"” (x) a tym samym funkcji R(x).
Bedziemy rozwazac¢ trzy przypadki.

Przypadek 1° X0 e(%, j .

Wtedy jak pokazaliSmy wczesniej, funkcja  f,(x) ma dwa punkty przegigcia
Xi, X, G(O, l), X, <X,. Ponadto, f, jest wklgsta na przedziatach (O, X ) i (x; , 1) oraz wypukla na
przedziale (xl* , x;) Poniewaz wypuklo$¢ funkcji f, oznacza w naszym przypadku dodatniosci drugie;j

pochodnej f,” oraz funkcja f,” jest dodatnia na catym przedziale (0,1), zatem uwzgledniajac to, ze R" (x)
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jest wypukla kombinacja funkcji f,” i f,” otrzymujemy, ze na przedziale (xl* , x;) funkcja R" (x) jest
dodatnia. Oczywiscie z uwagi na to, ze fz"(xl)>0 oraz fz”(xz) >0 otrzymujemy, ze R"(x) jest
dodatnia na pewnym przedziale ()71 , )_Cz) zawierajacym przedziat [xl* ) X, ] .

Mamy wigc:

Whiosek: Istnieje taki przedziat ()?1, )?2)< 0,1), ze (fl, )?2) ) [xf, x;] oraz funkcja R(x) jest
wypukla na przedziale ()_Cl R )_62) .

Oznacza to, ze funkcja R(x) ma punkty przegiecia w przedzialach (0, X ,) oraz ()?2, 1) , oile s to
przedziaty niepuste.

Zauwazmy dalej, ze:
A?sin(-27mx,) 0,77sin® m,

A*sin® v, Asin® mx,

R"(0)=0,7£"0)+03f,(0)=0,7 £{0) =—0,7 Asin” 7x, sin 27zx., .

Z zalozenia wynika, ze 27D€0 E(ﬁ, 27[), a wigc sin2mxp <0= R"(0)<0. Stad i z ciagtosci
funkcji R"” (x) otrzymujemy, ze R" (x) jest ujemne na pewnym przedziale na prawo od 0. Oznacza to, ze
funkcja R(x) jest wklgsta na tym przedziale, zatem musi mie¢ punkt przegigcia X, , gdzie§ w przedziale
(0, x,).

Wnhiosek: Funkcja R(x) jest wklesta na pewnym przedziale (O, )?l*) c (0, X, ,) c (0, fl*) oraz ma
punkt przegiecia w punkcie X, .

Zauwazmy, ze kwestia, czy w przedziale ()_cz, l) funkcja R(x) jest wklgsta, jest do rozstrzygnigcia

znacznie trudniejsza. Mozliwe sa tylko odpowiedzi w przypadkach szczeg6lnych.
Zatdézmy najpierw, ze B jest liczba bliska zera. Wtedy, jak ustaliliSmy wczesniej, f,(x) = x wigc

R"(x) = 0,7 f/"(x).

Zatem R" (x) zachowuje si¢ w przyblizeniu tak, jak f,"(x), wigc ma na przedziale ()?2, 1) punkt

przegiecia = X, , a ponadto jest wklgsta w tym przedziale (rys. 2¢, zwlaszcza dla sytuacji 4=0,25, x,=0,25,
B=0,001).
Jezeli natomiast B jest liczba bliska 72, to f,'(1) jest liczba bardzo duza, wigc to implikuje, ze

wtedy R" (1) > 0. Oznacza to, ze R(x) jest wypukta w poblizu x=1/, i moze wiec nie mie¢ ona punktu

przegigcia w przedziale ()?1, 1). Fakt ten zilustrowany jest odpowiednim wykresem komputerowym, gdy
x0=0,75, 4=0,25, B=0,78 (rys. 2b).

Przypadek 2° Xo € (O, %)

Wtedy rozumujac podobnie jak poprzednio tatwo wnioskujemy, ze funkcja R(x) jest wypukla na
przedziale (O, X, ) ) (O, x]*) oraz na przedziale ()?2 , 1) D ( x5, 1). Moze, wigc by¢
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0 X 1 0 X 0 0 X 1
0 A=225 0 - 0
§=_ 1] 12.858 xg=0.75 B=0.78
AT A=0.75 x=0.88 B=1.16
A=0.50 xg=11.88 B=1.55
A=0.25 o —~lp=
= - Z =05 %8—0.001
X(0=22.5 B=0.39
§0=0'25
Xg=1.1.256
x=0.25 A=0.25 x0=0 A=0.25
1 B=0.78 ’ B=0.78 | xg=0.25

Rys. 2. Wplyw parametrow 4, xy, B na ksztatt krzywej nosnosci: a) xy = 0,25, B = 0,78, A =

0+1,25 z krokiem 0,25 oraz A = 11,87, 4 = 22,5,b) A = 0,25, B = 0,78, xo =0+1,25 z krokiem 0,25
orazxp = 11,87,xp=22,5,c) A = 0,25,x9= 0,25, B = 0,001+1,55 z krokiem ~ 0,39

ewentualnie wklgsta na przedziale ()_Cl s )72) . I tak, np. w przypadku, gdy B jest liczba bliska 0 mamy,

ze R" (x) = 0,71, (x), a wiec funkcja R(x) ma dwa punkty przegigcia X, i X, .

Przypadek 3° x0=0,5
Wtedy, na podstawie poprzednio ustalonych faktéw wnioskujemy, ze R(x) jest funkcja wypukla na

przedziale ()? , 1) D (% , 1) oraz moze by¢ funkcja wklgsta na przedziale (O, x ) ) (0, %j . Wynika stad, ze

w rozwazanym przypadku funkcja R moze mie¢ tylko jeden punkt przegiecia X .
Podsumowanie. Funkcja f, jest SciSle rosnaca na przedziale (0, /) i moze mie¢ co najwyzej dwa

punkty przegigcia w przedziale (0, 1). Jezeli x, e [0%) , to funkcja f,(x) ma dokladnie dwa punkty
przegiecia x, oraz X, na przedziale (0, ). Ponadto, f, jest wypukia na przedziatach (0, X, ) i (xf , 1)
oraz wklgsta na przedziale ( x,,x;). Jezeli X, € (%Jj , to funkcja f,(x) ma dokladnie dwa punkty
przegiecia x; i x, na przedziale (0, 1). Ponadto, f, jest wklgsta na przedziatach (0, x| ) i (x;, 1 ) oraz

1
wypukta na przedziale ( Xy, X, ) Jezeli x, = 5 , to funkcja f,(x) ma doktadnie jeden punkt przegigcia o

odcigtej rownej 1/2. Jest ona wklgsta na przedziale (0, 1/2) oraz wypukla na przedziale (1/2, 1).
Z dokonanej analizy wynika, ze f, jest funkcja $cisle rosnaca na przedziale (0,1).
Aproksymowana funkcja unormowanej krzywej Abbotta Firestone R (x), zalezna jest od trzech

niezaleznych od siebie parametrow A, x, oraz B, ma niezwykle ztozona posta¢. Niemozliwym jest jej analiza
klasycznymi metodami rachunku rézniczkowego.

Istnieje taki przedzial ()_Cl, )72) <(0,1), ze (fl , 3?2) - [xl* , X, ] oraz funkcja R(x) jest wypukta na

przedziale (J_cl , )_cz) . Oznacza to, ze funkcja R(x) ma punkty przegiecia w przedziatach (0, X, ,) oraz ()_cz R l) ,
o ile sa to przedzialy niepuste.
Funkcja R(x) jest wklgsta na pewnym przedziale (0, )?1*) c (0, X, ,) c (0, )?1*) oraz ma punkt

przegiecia w punkcie X, .
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STRESZCZENIE
MICHALSKI Jacek. Analiza matematyczna istnienia jednego punktu przegigcia unormowanej
krzywej udzialu materiatowego Abbotta Firestone / MICHALSKI Jacek // Wisnyk Narodowego
Uniwersytetu Transportu. Naukowe i techniczne Kolekcja: w 2 czg$ciach. Czgs¢ 1: Seria «Techniczny
nauki». — K: NUT, 2014. — Wyp. 30.

Analizowano aproksymowana rownaniem matematycznym unormowana krzywa udziatu
materiatowego Abbotta Firestone. Proponowana funkcja R(x) jest kombinacja wypukta dwoch sktadowych
funkcji f;(x) oraz f5(x), z odpowiednimi wagami ich wptywu. Okreslono analitycznie przedziaty wypuktosci i
wklestosci. Glowna uwage zwrocono na analityczne udowodnienie istnienia jednego punktu przegigcia
proponowanej postaci matematycznej R(x).

SEOWA KLUCZOWE: UNORMOWANA KRZYWA UDZIALU MATERIALOWEGO R(x)
ABBOTTA FIRESTONE, APROKSYMACJA, PUNKT PRZEGIECIA, WYPUKLOSC I WKLESLOSC,
WEASCIWOSCI FUNKCIJI SKEADOWYCH fi(x) I f3(x)

PE®EPAT
MIXAJIBCKI fAuek. MarematnuHuii aHami3 iCHyBaHHSI OJHI€I TOYKH TEPETHHY HOPMOBAaHOI KPUBOi
E66orTa ®aepcroyna (rpadiunoi xapakrepuctuku mopctkocti) / MIXAJIBCKI fAunex // Bicauk
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HamionanpHOTO TpaHcmopTHOTO YHiBepcuTeTy. HaykoBo-texHiunuit 30ipauk: B 2 4. Y. 1: Cepisa «TexHiuni
Haykm». — K. : HTY, 2014. — Bumn. 30.

[IpoananizoBaHO aNpOKCHMOBAaHYy MaTeMaTHUYHUM pIiBHSHHAM HOpPMOBaHy KpuBy EO06otTa
®daepcroyHa. 3anporoHoBaHa QYHKITIS R(X) € OIMyKI00 KOMOIHAITIEIO TBOX CKIAMOBUX QYHKITHN f7(X) 1 fo(x),
3 BIANMOBIIHUMH BaraMH BIUIMBY. AHAQJIITHYHO BH3HAYCHI IHTEPBalIM OMYKIOCTI i yBirHyrocti. OCHOBHa
yBara TPHIUIAETbCS aAHANITUYHUM JOKa3aM ICHYBaHHS €IJWHOI TOYKM IIEPETHHY IPOMOHOBAHOI
MaTeMaTu4Hoi hopMu R(x).

KJIIOYOBI CJIOBA: HOPMOBAHA KPHUBA EBBOTA ®AE€PCTOYHA, AINPOKCUMAIILA,
TOUKA ITIEPETMHY, OITYKJIICTb I YBITHYTICTb, BIACTUBOCTI CKJIAJJOBUX ®YHKIIIN f;(x) 1
S2(%).

SUMMARY
MICHALSKI Jacek. Mathematical analysis of the existence of one curve inflection point norms for
participation bearing area curve of Abbott-Firestone / MICHALSKI Jacek // Visnyk National Transport
University. Scientific and Technical Collection: In Part 2. Part 1: Series «Technical sciences». — Kyiv:
National Transport University, 2014. — Issue 30.

We analysed a mathematical equation approximated normalized bearing area curve Abbott-
Firestone. The proposed feature R(x) is a convex combination of the two components of the function f;(x)
and f5(x), with the respective weights of impact. Analytically determined intervals protrusions and
depressions. The main attention was paid to the analysis to prove the existence of a single point of inflection
of the proposed mathematical form R(x).
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