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Актуальною є тенденція вибору найбільш раціональних парамет-

рів та форм робочого органу для видалення льодових нанесень з авто-

мобільних доріг та тротуарів, без пошкодження покриття. У більшості 

випадків це дає можливість значно зменшити енергетичні затрати та 

збільшити продуктивність і надійність машин [2, 3]. В зв’язку з цим 

необхідно розглянути питання, які параметри та форму повинен мати 

робочий орган. 

Необхідність якісного очищення покриття в умовах неослабленого 

адгезійного льоду обумовила використання різного виду механічних 

пристроїв ударної дії, з клиновими робочими органами. Дослідження 

силової взаємодії кромок клину з льодом дають можливість визначити 

їх раціональні форми та геометричні параметри. Одним з перспектив-

них, але ще недостатньо вивчених питань, є дослідження умов утво-

рення в льодові лідируючої тріщини і взаємодія її вершини з шаром 

змерзання, а також визначення оптимального кута нахилу кромок з ме-

тою створення інтенсивності напруження в її вершині, достатнього для 

руйнування шару змерзання льоду [4, 5]. 

Визначимо форму поверхні загострення в загальному випадку, 

якщо задані її габарити. При цьому задані координати точок О(0;0) і 

K(в/2, l3) твірної у(х), яка описує проекцію бічної поверхні на ортого-

нальну площину (рис. 1). На безкінечно малий елемент поверхні загос-

трення dF висотою dh і довжиною dl діють елементарні сили: активні 
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складові dPp і dQ повного зусилля різання, які направлені відповідно 

вздовж площини симетрії клиноподібного руйнівного елемента і пер-

пендикулярно до неї; нормальна реакція льоду dN і сили тертя клино-

подібного руйнівного елемента по льоду fdN, яка направлена по доти-

чній площині і під кутом α до осі симетрії поперечного перерізу. Ви-

значимо цільову функцію y(х) методом варіаційного числення [1]. За 

критерій оптимізації прийнято зусилля розрізання льодового масиву 

клиноподібним руйнівним елементом Рр . 

   
Рис. 1. Схема дії сил на робочу поверхню клиноподібного руйнівного еле-

мента 
 

Розмістимо координатні осі ОХ і ОУ, як показано на рис. 1 і спрое-

ктуємо на них всі сили: 
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Розв’язуючи систему рівнянь (1) відносно зусилля розрізання dРр, 

отримаємо:   
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Зусилля dQ необхідно визначити через тиск льоду як функцію де-

формації qх(х) на робочу поверхню клиноподібного руйнівного елеме-

нта, яке діє перпендикулярно до напрямку руху, протилежно вектору 

зусилля dQ. Відомо, що середнє значення цього тиску практично не 
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залежить від форми клиновидного штампа і виду цільової функції у(х). 

Це дає можливість вирішити поставлену задачу оптимізації без знання 

закону зміни нормального тиску на робочій поверхні клиноподібного 

руйнівного елемента залежно від цільової функції у(х). 

  dxydhqdhdlqdFxqdQ xxx
21  .                 (4) 

Рівність (3) з врахуванням виразу (4) має вигляд: 
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Після подвійного інтегрування виразу (5) по висоті шару руйну-

вання hя і товщині в знайдемо функціонал зусилля розрізання льоду 
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Дослідимо функціонал (6) на екстремум, рівняння Ейлера для якого 

запишеться у вигляді 

  *
1, CyxFy  ,                                          (7) 

де F і С1
*
 –  підінтегральна функція і довільна постійна 
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Рішення диференціального рівняння (7) для функціоналу (6) для 

заданих габаритів поперечного перерізу клиноподібного руйнівного 

елемента (С1
*
≠0) в замкнутому вигляді неможливе. Тому припустимо, 

що для невідомої кривої виконується умова y
2
>>1. Прийняте припу-

щення можливе, якщо ky  , де k – дійсний корінь кубічного рівняння 

  012 2223  fyfyfyf  , і дозволяє з достатньою для практики 

точністю визначити оптимальну геометрію клину для обмежених його 

габаритів. З врахуванням прийнятого припущення функціонал (6) пе-

репишеться у вигляді 
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Дослідимо функціонал (9) на екстремум, рівняння Ейлера для якого 

має вигляд: 
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Після інтегрування диференціального рівняння (10) отримаємо за-

гальне рішення для цільової функції: 

,1 2
1

2 Cdx
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q
ffxy

x

x 


                            (11) 

де С1 і С2 – постійні інтегрування визначаються із граничних умов 

00 xy  і 
звx ly  2/

. 

Вираз (11) визначає екстремальну форму поверхні загострення верти-

кального клиноподібного руйнівного елемента в загальному вигляді. Ця 

форма для заданих габаритів поперечного перерізу клиноподібного руй-

нівного елемента залежить від характеру розподілу тиску вздовж різаль-

них граней. Умова Лежандра для мінімуму функціоналу виконується для 
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Функція розподілу тиску льоду на бічних границях поверхні загос-

трення у загальному випадку інтерполюється параболічною залежніс-

тю 

,2
210 xaxaaqx                                 (13) 

де a0, a1, a2 – коефіцієнти інтерполяції, які залежать від фізико-

механічних властивостей льоду; х – абсолютна деформація льоду. 

Інтегрування виразу (11) з врахуванням закону розподілу тиску (13) 

проводиться числовими методами. Для пружної моделі льоду (а2=0) 

можливе загальне рішення у вигляді 
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Постійні інтегрування С1 і С2 визначаються із граничних умов 

00 xy  і звx ly  2/ . 

На рис. 2 побудовані оптимальні поперечні профілі поверхні загос-

трення вертикального клиноподібного руйнівного елемента для пруж-

ної моделі льоду. Профілі побудовані для клиноподібного руйнівного 

елемента товщиною 0,04 м, довжина загострення яких складає 0,04; 

0,05 і 0,06 м. Із рис. 2 випливає, що при заданих габаритах поперечно-

го перерізу вертикального клиноподібного руйнівного елемента, міні-
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мальний опір різанню забезпечує не прямолінійний, а криволінійний 

(опукло-вгнутий) двогранний клин, його форма залежить від довжини 

загострення і закону розподілу тиску вздовж бічних граней. У частко-

вому випадку, якщо довжина загострення клина не регламентована і 

дорівнює l3 = k∙в/2, то оптимальним є прямолінійний клин з кутом за-

гострення 2α=2arcctgk, який не залежить від закону розподілу тиску. 

Якщо довжина l3 < k∙в/2, то оптимальним є опуклий у напрямку руху 

клин. У протилежному випадку маємо вгнуту форму клина. Побудова 

екстремальних профілів проводиться за визначеними моделями (11), 

(13), (14). 

Форма ядра ущільнення визначена при умові, що ядро ущільнення 

є тілом мінімального опору переміщенню, на межі розділення ядра 

ущільнення і льодового масиву порушена структурна міцність і відсу-

тні його сили зчеплення. При цьому довжина ядра ущільнення в на-

прямку руху вибирається довільним чином. Розрахункова схема анало-

гічна, як це показано на рис. 1. Функціонал зусилля руйнування льодо-

вого масиву ядром ущільнення має вигляд (6), де в і hя – відповідно то-

вщина затуплення і довжина різальної кромки; f – коефіцієнт внутріш-

нього тертя льоду. 

 
Рис. 2. Оптимальні поперечні профілі загострення клиноподібного руйнівного 

елемента: lз=0,04 м; lз=0,05 м; lз=0,06 м 

 

Рівняння Ейлера для функціоналу (6) має вигляд: 
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де С – довільна постійна визначається із умови трансверсальності. До-

вжина ядра lз   (рис. 1) встановлюється довільно (вільна), а його шири-

на обмежена товщиною затуплення різальної кромки в. 

Тому для будь-яких варіацій δy повинна виконуватися умова тран-

сверсальності для вільного кінця кривої 

  02/2/   вxyвxy yFxFyF   .                       (16) 

У даному випадку δx=0, а δy ≠ 0, тому умова трансверсальності бу-

де виконана, якщо 
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Таким чином, якщо qx(x)≠0 і (по умові задачі; якщо y = f, то як це 

випливає із рівняння (17), С = ∞, що суперечить умові трансверсально-

сті), то рівняння (15) перепишеться у вигляді 

  012 2223  fyfyfyf  .                          (18) 

Рішення диференціального рівняння (18) визначає проекцію твірної 

поверхні льодового ядра ущільнення на ортогональну площину. Дійс-

ний корінь кубічного рівняння (18) знайдено за формулою Кардано 
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Постійна інтегрування визначається із граничної умови ,00xy C1=0. 
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Для реалізації мінімуму функціоналу (6) повинна задовільнятися 

умова Лежандра Fyy > 0. В нашому випадку маємо: 
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Тому що qx > 0  і 0y , то умова Лежандра буде виконуватися в 

тому випадку, якщо 0 fy , fy   або   ftgctg   2 . 

Має місце слабий екстремум (мінімум) при виконанні нерівності 

arctgf 2 . В протилежному випадку задача мінімізації втрачає 

сенс. 

Таким чином, ядра ущільнення, які утворюються на затуплених рі-

зальних кромках, являють собою трикутні призми з кутом при верши-

ні 2α в нормальному перерізі. Закономірність зміни кута 2α для широ-

кого діапазону льодових умов приведена на рис. 3. 

 
Рис. 3. Залежність оптимального кута ковзання (α) від коефіцієнтів  

зовнішнього або внутрішнього тертя льоду (f) 

 

На основі аналітичного рішення задачі по визначенню форми 

льодового ядра можна зробити наступні висновки. В процесі руху в 

льоді штампів або клиноподібних руйнівних елементів із затупленими 
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різальними кромками на їх фронтальних (лобових) площинах або пове-

рхнях формуються призматичні ядра ущільнення з кутом при вершині в 

нормальному перерізі 27°...30°. Цей кут визначає умови відносного ков-

зання льоду по різних матеріалах, які рухаються всередині замкненого 

льодового простору з мінімальними енерговитратами, причому оптима-

льне значення кута ковзання залежить від коефіцієнтів зовнішнього тер-

тя льоду. 

Достовірність отриманих аналітичних висновків підтверджена ба-

гатьма експериментами по визначенню оптимальних кутів загострення 

ножів і штампів, а також форми льодових ядер ущільнення. 
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