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ЛОГІКО-МАТАМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПЛОЩИННОЇ 

ЕРОЗІЇ ҐРУНТІВ ФУНКЦІЯМИ ВІДКЛИКУ 

 

Проаналізовано традиційні моделі водної ерозії ґрунтів. Запропо-

новано оригінальний метод математичного моделювання пло-

щинної ерозії ґрунтів на основі R-функцій. В рамках геоінформа-

ційної концепції моделювання проведено реалізацію даної матема-

тичної моделі. 

Ключові слова: ГІС-моделювання, площинна ерозія ґрунтів, еро-

зійний потенціал опадів, еродованість ґрунту, рельєф, лінії стоку, 

крутизна ліній стоку, довжина ліній стоку, R-функції. 

 

Постановка проблеми 

Для ґрунтового покриву України характерні достатньо високі тем-

пи водної ерозії. Успішних результатів захисту ґрунту від ерозії можна 

досягти шляхом цілеспрямованого трансформування окремих складо-

вих процесу із застосовуванням комплексу спеціальних організаційно-

господарських, агротехнічних, меліоративних і гідротехнічних заходів 

на основі всебічного вивчення та обліку причин і чинників ерозійних 

процесів. При цьому дуже важливо отримати максимально повну ін-

формацію про ерозійну небезпеку земель. 

Моделювання процесу водної ерозії передбачає необхідність аналі-

зу складної реальної системи, що включає в себе величезну кількість 

параметрів і зв'язків. Складність даного дослідження полягає в тому, 

що його нетривіальність обмежує можливості традиційних аналітич-

них методів дослідження математичних моделей.  

Важливу роль при проведені ґрунтозахисних заходів відіграє кар-

тографування ерозiйнонебезпечних земель, яке, в багатьох випадках, 

здійснюється шляхом графічного оверлею серії фактографічних карт. 

Рівень ерозійної небезпеки визначається як функція від сукупного 

впливу множини природних і соціальних чинників, зокрема кліматич-
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них та орографічних  умов, геологічної будови, мікроструктури ґрунту, 

ґрунтозахисної ролі агрофону тощо. 

Зв’язок із важливими науковими і практичними завданнями 

Починаючи з 1995 року, науковцями Східноєвропейського націо-

нального університету імені Лесі Українки виконуються комплексні 

регіональні моніторингові дослідження ерозійних процесів в ґрунтах 

Волинської височини. Дане дослідження проводиться в рамках держ-

бюджетної теми 0111U002146 “Дослідження сучасного стану та розро-

бка засобами ГІС-технологій і РЕМ-мікроскопії засад раціонального 

землекористування ерозійно-деградованих земель Волинської височи-

ни”. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій, що стосуються вирі-

шення даної проблеми 

Перші математичні моделі водної ерозії відносяться до кінця 30-х 

років ХХ ст. [1] і стосуються проблеми кількісного опису впливу 

окремих чинників на інтенсивність змиву ґрунту та розробки аналіти-

чних функцій для розрахунку ерозійних втрат ґрунту або прогнозуван-

ня водної ерозії. 

Серед множини математичних моделей, що були розроблені для 

умов України, слід акцентувати увагу на моделях Г. І. Швебса [2],  

Г. П. Сурмача [3], Державного гідрологічного інституту, WEPP [4] то-

що, однак, навіть вони, обмежуються розглядом процесу силової еро-

зії, не враховують перерозподіл наносів вздовж схилу і не призначені 

для оцінки виносу наносів в гідрографічну мережу. 

Впродовж багатьох років у багатьох країнах світу широко застосо-

вується емпіричне рівняння втрат ґрунту – USLE [5] і його модифіка-

ція RUSLE [6].  

В результаті аналізу розглянутих вище підходів до математичного 

моделювання ерозійних процесів, нами запропоновано оригінальну 

модель водної ерозії ґрунтів – суперпозицію субмоделей-чинників 

площинної ерозії ґрунтів на основі R-функцій. Функціонування даної 

моделі базується на спрощених методах розрахунку, що засновані на 

напівемпіричних співвідношеннях, з акцентом на перевірку співвідно-

сності результатів обчислювальних експериментів і даних польових 

досліджень. 

Виклад основного матеріалу 

Основними параметрами, що формують математичну модель пло-

щинної (схилової, міжструмкової) ерозії ґрунтів є ерозійний потенціал 

опадів, еродованість ґрунту, рельєф, використання земель та протиеро-

зійні агротехнічні заходи [2, 7, 8]. При цьому, кожен з цих чинників 
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може бути представлений деякою аналітичною функцією або емпірич-

ним виразом. 

У більшості випадків, для забезпечення крупномасштабного карто-

графування ерозійних процесів використовується універсальна модель 

Вішмейера–Смітта–USLE [9, 10], а значення ерозійного потенціалу ро-

зраховується як  

RKLSCPA  ,     (1) 

де A  – середній багаторічний об’єм змиву ґрунту у розрахунку на 

одиницю площі;  

R  – чинник ерозійної здатності опадів або ерозійний індекс опа-

дів; 

K  – чинник еродованості ґрунту; 

L  – чинник довжини схилу;  

S  – чинник крутизни схилу;  

C  – чинник агрофону;  

P  – чинник протиерозійних заходів. 

Доцільність використання даної моделі для обмежених за площею 

територій обґрунтовується наступними положеннями, зокрема: зна-

чення параметрів R, Р залишаються постійними у межах досліджуваної 

ділянки і розраховуються одноразово на основі експериментальних 

даних; параметр С має незначні, у порівнянні з А, коливання значень в 

межах елементарних ділянок досліджуваної території, тому прийма-

ється C=const; чинник еродованості ґрунту К є комплексною характе-

ристикою основних властивостей ґрунту (гранулометричного складу, 

вмісту органічних речовин, структури ґрунту, пористості та водопро-

никності ґрунту), що визначають здатність ґрунтових часток відокрем-

люватись під впливом дощових крапель та виноситись дощовими по-

токами; варіабельність показника А прямо пропорційна варіабельності 

добутку показників LS, тобто чинник рельєфу є визначальним при об-

численні об’ємів змитого ґрунту на дослідній ділянці. 

Універсальне рівняння для розрахунку об’ємів змитого ґрунту че-

рез суперпозицію субмоделей-чинників на основі R-функцій має ви-

гляд [11]: 

)()()()()( 54321max AGRfCULfKSfLSfEIfERER  , (2) 
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де ER – середній багаторічний об’єм змитого ґрунту (т/га/рік); ERmax –

максимально можливий змив ґрунту за умов одночасного впливу всіх 

чинників; EI – ерозiйний індекс дощу; LS – чинник рельєфу; KS – чин-

ник еродованості ґрунту; CUL – чинник ґрунтозахисних властивостей 

польових культур; AGR – чинник ефективності застосування протиеро-

зійних заходів. 

Оскільки найбільш важливими чинниками площинної водної ерозії 

ґрунтів є ерозійний індекс дощу, рельєф та еродованість ґрунту, то до-

слідження обмежується аналогічними субмоделями R-функцiй. 

Для ідентифікації параметрів нелінійних моделей необхідно вико-

ристовувати відповідний математичний апарат. При цьому важливим 

елементом моментом оцінки параметрів нелінійних математичних мо-

делей є початкова ідентифікація параметрів. Iдентифiкацiя параметрів 

R-функцiй здійснюється на основі методу найменших квадратів (МНК) 

шляхом мiнiмiзацiї функції виду 

  min)(
1

2




n

i

j

e

jmood xfS .  (5)  

Докладніше розглянемо процедуру ідентифікації параметрів суб-

моделей. Загальний алгоритм ітераційного методу уточнення початко-

вих наближень параметрів полягає в наступному. 

Нехай задано множину значень 
n

iii xy 1),(  , що певною мірою ап-

роксимуються нелінійною функцією (3). Розклавши функцію (3) у ряд 

Тейлора, в якому збережено лише лінійний член, в околі початкових 

наближень параметрів  dcbat ,,,,  отримаємо: 
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де 
)(mF  – значення субмоделі F, що обчислене для 

)(m

jt 5...1j  на 

m -ій ітерації. 

У даному випадку часткові похідні 

jt

F




 мають вигляд: 
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Ввівши позначення 
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Таким чином, за методом найменших квадратів досліджуваний фу-

нкціонал має вигляд: 

   
  
















n

i

n

i

m

j

j

ji

m

iiii tMFyxFyR
1 1

2

)(
5

1

)(2
)( .   (10) 

На основі мінімізації даного функціоналу утворюється система лі-

нійних рівнянь відносно 
)(m

jt , 5...1j . У результаті оптимальна 

апроксимація параметрів на кожному наступному 1m  кроці ітерації 

визначається наступним чином: 
m

j
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m
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Збіжність процедури уточнення параметрів визначається як 
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де   – критерій точності апроксимації ( 0001.0 ). 

 

Таблиця 1 

Визначення параметрів R-функції чинника ерозійного індексу дощу 

Початкові дані 

)0(
1t  

)0(  
2.0000 

)0(
2t  

)0(a  
1.0000 

)0(
3t  

)0(b  
2.5000 

)0(
4t  

)0(c  
0.3000 

)0(
5t  

)0(d  
0.0700 

Проміжні обчислення функції 

Значення функції 

№ ітера-

ції 

обчислене табличне 

1 0.9848 0.9940 

2 0.7692 0.9768 

3 1.2927 0.9998 

4 0.2954 0.5517 

5 0.7844 0.9788 

6 0.9848 0.8000 

7 0.7692 0.6700 

8 1.2927 1.0000 

9 0.2954 0.3300 

10 0.7844 0.6800 

Кінцеві результати 
)(

1

mt  
)(m  1.7246 

)(

2

mt  
)(ma  0.8372 

)(

3

mt  
)(mb  2.2853 

)(

4

mt  
)(mc  0.3008 

)(

5

mt  
)(md  0.0630 
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В результаті математичного моделювання, за запропонованим ал-

горитмом отримано значення параметрів трьох субмоделей площинної 

ерозії ґрунтів, що адаптовані до умов Волинської височини, зокрема 

ерозійного індексу дощу (табл. 1), рельєфу (табл. 2) та еродованості 

ґрунтів (табл. 3). 

Таблиця 2 

Визначення параметрів R-функції чинника рельєфу 

Початкові дані 
)0(

1t  
)0(  2.1000 

)0(

2t  
)0(a  1.1000 

)0(

3t  
)0(b  2.5000 

)0(
4t

 )0(c  0.3000 

)0(

5t  
)0(d  0.0500 

Проміжні обчислення 

Значення функції 

№ ітера-

ції 

обчислене табличне 

1 0.1899 0.3100 

2 0.5487 0.8600 

3 0.6686 1.0000 

4 0.1499 0.2200 

5 0.2533 0.4400 

6 0.1892 0.3100 

7 0.2327 0.4000 

Кінцеві результати  
)(

1

mt  
)(m  2.1461 

)(

2

mt  
)(ma  1.2000 

)(

3

mt  
)(mb  2.5184 

)(

4

mt  
)(mc  0.3324 

)(

5

mt  
)(md  0.0401 

Математична модель R-функції ерозійного індексу дощу має ви-

гляд: 
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 0630.0

)3008.02853.2exp(8372.0

0.1
7246.11

EI
EIf .(13) 

Ерозійний індекс дощу EI  визначається через регресійну модель 

[12]: 

,149,0258,0 30  IHEI   (14) 

де H  – шар опадів (мм); 30I – максимальна 30-хвилинна інтенсив-

ність дощу.  

Таблиця 3 

Визначення параметрів R-функції чинника еродованості ґрунту 

Початкові дані 
)0(

1t  
)0(  2.0000 

)0(

2t  
)0(a  1.0000 

)0(

3t  
)0(b  2.0000 

)0(
4t  

)0(c  0.4000 

)0(

5t  
)0(d  0.0700 

Проміжні обчислення  

Значення функції 

№ ітера-

ції 

обчислене табличне 

1 0.7361 0.7800 

2 0.8391 1.0000 

3 0.8057 0.9300 

Кінцеві результати  
)(

1

mt  
)(m  2.5960 

)(

2

mt  
)(ma  0.7761 

)(

3

mt  
)(mb  1.7965 

)(

4

mt  
)(mc  0.2302 

)(

5

mt  
)(md  -0.0293 

Показник 30I  характеризує енергію дощу або зливи за період її 

найбільшої 30-хвилинної інтенсивності. Для умов Волинської височи-
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ни індекс 30I  розраховується як 

 .0529.0exp121,030 HI     (15) 

Математична модель R-функції рельєфу має вигляд: 

  










 0401.0

)3324.05184.2exp(2000.1

0.1
1461.22

LS
LSf .(16) 

Чинник рельєфу визначається наступним аналітичним виразом [5, 

6]: 

 065.0sin56,4sin4,65
1.22

2 







 SSLS

m


,  (17) 

де   – довжина горизонтального прокладання схилу (м); 22,13 м – 

довжина  схилу одиничної довжини (м); m  – показник степеня, що 

залежить від крутизни схилу S : 

 ,1  m    (18) 

  56.0sin30896.0

sin
8.0



S

S


.

  (19) 

Математична модель R-функції еродованості ґрунту має вигляд: 

  










 0293.0

)2302.07965.1exp(7761.0

0.1
5960.23

KS
KSf .(20) 

Чинник еродованості ґрунту визначається наступним аналітичним 

виразом [13]: 

  

,
9.2251.5exp(

71.0
1

95.272.3exp(

25
1

0.100/0.10256.0exp3.02.0
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де SAN, SIL, CLA, C – відповідно вміст піску, мулу, глини та органічно-

го вуглецю у ґрунті (%) i SN1 =1-SAN/100.  

Для апробації запропонованих субмоделей основних чинників еро-

зійного процесу на основі R-функцій здійснено картографічне моде-

лювання площинної ерозії ґрунтів з урахуванням динаміки рельєфу. З 

цією метою використано матеріали топографо-геодезичного знімання 
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(планшети топографічних планів масштабу 1:2000), інженерно-

гідрогеологічних вишукувань, а також ґрунтових обстежень території 

регіонального геостаціонару с. Забороль загальною площею 500 га. 

Чинник ерозійного індексу дощу визначався на основі середніх ба-

гаторічних спостережень по МС Луцьк. У результаті проведених дос-

ліджень встановлено, що середня кількість опадів становить 

2.12H мм, а середня максимальна інтенсивність дощу за 30 хв. пе-

ріод становить 56.630 I . Таким чином, ерозійний індекс дощу EI , 

що обчислювався за формулою (14), для умов досліджуваної ділянки 

становить 3,612, а значення субмоделі ерозійного індексу дощу з вико-

ристанням R-функції (13) – 3065,0)(1 ERf . 

Для апробації запропонованої моделі ерозійного потенціалу тери-

торії на основі R-функцій нами обрано дослідну ділянку в рамках регі-

онального геостаціонару с. Забороль. Цифрова модель рельєфу даної 

території створена з використанням характерних точок місцевості та 

точок, що розміщені на горизонталях планшету топографічного плану 

масштабу 1:2000 за допомогою інтерполювання методом Kriging у 

програмному продукті Surfer фірми Golden Software (рис. 1). Розмір 

grid-сітки становить 5х5 м. 

Для дослідної ділянки за (17) отримано grid-модель чинника рельє-

фу ( LS -фактор). Картосхема субмоделі рельєфу на основі R-функції 

(16) представлена на рис. 2. 

Використовуючи карту ґрунтів та дані ґрунтових обстежень тери-

торії регіонального геостаціонару с. Забороль отримано grid-модель 

чинника еродованості ґрунту ( KS -фактор) дослідної ділянки. Картос-

хема субмоделі еродованості ґрунту на основі R-функції (21) предста-

влена на рис. 3. 
На основі отриманих субмоделей R-функцій, із урахуванням серед-

нього багаторічного об’єму змиву ґрунту на території півдня Волинсь-
кої області (24 т/га/рік), на основі (2) отримано картосхему ерозійного 
потенціалу території дослідної ділянки регіонального геостаціонару с. 
Забороль (рис. 4). 

Запропонована методика визначення об’ємів змитого ґрунту через 
суперпозицію субмоделей-чинників на основі R-функцій реалізована 
нами в рамках держбюджетної теми 0111U002146 “Дослідження су-
часного стану та розробка засобами ГІС-технологій і РЕМ-мікроскопії 
засад раціонального землекористування ерозійно-деградованих земель 
Волинської височини” з використанням відкритої системи керування 
вмістом для публікації інформації в мережі Internet – CMS Joomla! та 
скриптової мови програмування PHP. 
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Рис. 1. Цифрова модель рельєфу дослідної ділянки регіонального  

геостаціонару с. Забороль 

 
Рис. 2. Картосхема субмоделі чинника рельєфу,  

що створена на основі використання R-функції 
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Рис. 3. Картосхема субмоделі чинника еродованості ґрунту,  

що створена на основі використання R-функції 

 
Рис. 4. Картосхема ерозійного потенціалу рельєфу дослідної ділянки регіона-

льного геостаціонару с. Забороль, створеної на основі використання R-функції  
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Висновки 

На основі моніторингових спостережень, що були проведені на те-

риторії дослідної ділянки регіонального геостаціонару с. Забороль та 

середньорічних об’ємів змитого ґрунту, нами розраховано параметри 

трьох визначальних субмоделей R-функцій з урахуванням регіональ-

них особливостей півдня Волинської височини, а також побудовано 

картосхему ерозійного потенціалу рельєфу з використанням запропо-

нованої технології R-функцій, що дозволяє надійно виділити ареали 

потенційно ерозійно-небезпечних земель. 
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LOGIC-MATHEMATICAL MODELING OF SURFACE SOIL 

EROSION BY RESEARCH FUNCTIONS 

 

Traditional models of water soil erosion are analyzed. Original method 

of mathematical modeling of surface soil erosion on the basis of R-

functions is proposed. Within the GIS-modeling conception, a reali-

?ation of this mathematical model are conducted. 
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ЛОГИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

ПЛОСКОСТНОЙ ЭРОЗИИ ПОЧВ ФУНКЦИЯМИ ОТЗЫВА 

 

Проанализировано традиционные модели водной эрозии почв. 

Предложено оригинальный метод математического моделирова-

ния плоскостной эрозии почв на основании R-функцій. В рамках 

геоинформационной концепции моделирования проведена реали-

зация данной математической модели. 

Ключевые слова: ГИС-моделирование, плоскостная эрозия почв, 

эрозийный потенциал осадков, эродированность почвы, рельеф, 

линии стока, крутизна линий стока, длина линий стока,  

R-функции. 

 

 

 


