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Введение. Совершенная эксплуатационная скважина дебита Q рас-

положена в горизонтальном пласте постоянной толщины. Грунт пласта 

недеформируемый анизотропный и однородный, характеризуется коэ-

ффициентом проницаемости К – тензором второго ранга (вообще го-

воря, несимметричным). В предположении плоскопараллельности за-

дачи )( ijKK = , i,j=1,2. Компоненты )( ijK  – постоянные.  

Работу скважины моделируем стоком мощности Q, который распо-

ложен в начале координат физической плоскости Оху. Контур скважи-

ны – окружность Сσ : 222
CRyx =+ , а контур питания – окружность 

Пσ : 222)( ПRyhx =+− , h – расстояние от центра контура питания до 

стока. Течение происходит в области D, ограниченной контуром 

СП σσ ∪ . 

Полагаем, что давление на этих контурах постоянное (не меняется 

с течением времени). Для обобщенного потенциала φ 

( µρϕ /)( Пp +−= , П – потенциал массовой силы – силы тяжести, p – 

давление,  µ и ρ - вязкость и плотность жидкости) имеем условия [1] 

 )()( zz Пαϕ =+ , Пz σ∈ , (1) 

 )()( zz Cαϕ = , Cz σ∈ , (2) 

где )(zПα  и )(zСα  – непрерывные периодические функции. Так как 

длина контура Сσ  скважины очень мала по сравнению с характерным 



Випуск 4(64) 2013 р. Серія «Технічні науки» 

 180

размером области D, то можно давление (обобщенный потенциал) на 

этом контуре усреднить и взять равным давлению (обобщенному по-

тенциалу) в некоторой его точке Cz σ∈* , то есть в условии (2) можно 

положить Czz σ∈= * .  

Обобщенный потенциал )(zϕ  удовлетворяет всюду в области D, 

(за исключением изолированных особых точек )(zϕ ) уравнению [2]: 

 0))(( =∇⋅⋅∇ zK ϕ , Dz ∈     ( j
y

i
x ∂

∂
+

∂

∂
=∇ ). (3) 

Это уравнение относится к эллиптическому типу, если компоненты 

тензора проницаемости )( ijK  удовлетворяют условиям [2]: 

 11K >0, 0
2
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2112
2211 >







 +
−=

KK
KKKD S , (4) 

где )( SKD  – определитель симметричной части 2/)( T
s KKK +=  тен-

зора  )( ijKK = , )( ji
T

KK = . 

Таким образом, исследование работы скважины (нахождение ее де-

бита) сводится на плоскости z к решению уравнения (3) при условиях 

(1), (2) (краевая задача Дирихле). 

Постановка задачи на вспомогательной плоскости.  Трудность 

решения поставленной задачи обусловлена сложным видом уравнения 

(3). Ее исследование значительно упрощается, если уравнение (3) при-

вести к каноническому виду. Для этого перейдем на вспомогательную 

плоскость ηξζ i+= , используя гомеоморфные (аффинные) преобра-

зования координат (прямое и обратное) [3]: 

 byxa ++= )1(ξ , yabx )1( −+=η , (5) 
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Якобиан преобразования 
2
01
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),(
µ

ηξ
−=

∂

∂
=

yx
J  строго положителен 

(J>0), так как в силу условий (4) 12
0 <µ . Условие J>0 обеспечивает 
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при переходе на плоскость ζ сохранение направления обхода контура 

области течения (на плоскости ζ область 'D  ограничена контуром 

'' СП σσ ∪ ).  

Применим второе из преобразований (5) к задаче (3), (1), (2). Полу-

чим на плоскости ζ для функции )(ζϕ  (потенциала скорости), уравне-

ние Лапласа: 

 0)( =∆ ζϕ , 'D∈ζ  (
2

2

2

2

ηξ ∂

∂
+

∂

∂
≡∆ ) (6) 

и краевые условия 

 )()()( 0* ζϕζαζϕ −=+
П , 'Пσζ ∈ , (7) 

 )()()( 0* ζϕζαζϕ −= C , '* Cσζζ ∈= , (8) 

где )(0 ζϕ  – обобщенный потенциал течения ),()( 00 ζζζϕ Φ= Q , 

),( 0ζζΦ  – первое фундаментальное решение по переменной ζ уравне-

ния (6) [1]: 
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Таким образом, нахождение дебита скважины сводится в плоскости 

ζ к нахождению )(ζϕ , удовлетворяющего уравнению (6) и условиям 

(7), (8).  

Решение задачи методом дискретных особенностей.   Как пока-

зано в [1] задачу о работе скважины в анизотропном слое грунта мож-

но свести к решению системы интегрального уравнения 
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и интегрального соотношения 
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в котором ),( ζτΨ  – функция, сопряженная  решению (9), имеющая 

вид 
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тензора проницаемости K. Далее в условиях (7) и (8) полагаем 0=Пα  

и 1== constCα . 

Решим систему (10) – (11) численно относительно )(ζf  и дебита 

Q, входящего в )(0 ζϕ . Воспользуемся методом дискретных особенно-

стей [4]. Перейдем к системе n+1 линейных неоднородных алгебраиче-

ских уравнений: 
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льная система координат 11ηξO , повернута относительно ξηO  на угол 

ω , определяемый равенством 
a

b
tg =ω2 . Решая систему уравнений 

(13)-(14) методом Гаусса, находим значения функций jf , j=1,2,…,n и 

искомый дебит Q . С целью изучения влияния анизотропии грунта на 

дебит введем величину ε , характеризующую относительный дебит.  

 1
0
−=

Q

Q
ε , 

где 
0

Q  – дебит скважины радиуса CR  с круговым контуром питания 

радиусом ПR  в изотропном грунте, вычисляемый по формуле [5]: 
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Для определения вклада антисимметричной части )( AKD  тензора 

проницаемости )( ijKK =  в дебит скважины введем коэффициент 
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=γ , тогда 22

11)( γKKD A = . 



Вісник Національного університету водного господарства та  

природокористування 
 

 183

 
Рис. 1. Зависимости относительного дебита скважины ε от коэффициентов   

α и β  при круговом контуре питания, γ=0, 4/ПRh =   

 
Рис. 2. Зависимости относительного дебита скважины ε от коэффициентов   

α и β  при круговом контуре питания, γ=0, 2/ПRh =  
 

Выводы. Результаты расчета представлены на рис. 1 и 2. Видно, что 
анизотропия грунта может сильно сказываться на дебите. С увеличе-
нием отношения недиагональных к диагональным компонентам тензо-

ра )( ijK  (увеличение коэффициентов β, коэффициент α – фиксирован) 

влияние анизотропии уменьшается. С приближением скважины к кон-
туру питания дебит возрастает. Если положить h=0, то результаты ра-
счета согласуются с расчетами, приведенными в [6]. 
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