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Введение 
Реальная пространственная стержневая конструкция с бесконечным 

числом степеней свободы заменяется конструкцией с конечным чис-
лом степеней свободы. В методе конечных элементов такая дискрети-
зация основана на представлении конструкции в виде совокупности 
отдельных конечных стержневых элементов, взаимодействующих в 
конечном числе узловых точек. Соблюдение энергетического баланса 
исходной конструкции дискретной моделью ведет к получению такой 
расчетной схемы, которая описывает поведение исходной конструк-
ции. 
Анализ публикаций 
Анализ публикаций связанных с этой темой показует, что в боль-

шинстве случаев используя для расчетов метод перемещений, не пол-
ностью учитывается система линейных неоднородных алгебраических 
уравнений, а также жесткость амортизаторов и моменты инерции при-
соединенных к узлам масс. Это не давало возможность учитывать 
определенные условия заделки, а также симметрию или асимметрию, 
если они существует [1, 2]. 
Цель и постановка задачи 
Объектом расчета является пространственная конструкция из пря-

молинейных стержней, жестко соединенных друг с другом в так назы-
ваемых узлах. Узлы расположены в пространстве произвольным обра-
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зом. От кажого узла может отходить любое количество стержней. Гла-
вные оси поперечных сечений этих стержней могут быть ориентиро-
ваны также произвольно. Учитывается собственный вес стержней, в 
узлах допускается присутствие сосредоточенных масс, а также учиты-
ваются моменты инерции присоединенных к узлам масс. кроме того, 
допускается в любых местах конструкции накладывать кинематичес-
кие абсолютно жесткие или упругие связи, препятствующие всем воз-
можным перемещениям конструкции. 
Задача заключается: 
- в использовании  основных зависимостей, позволяющих описать 

соответствующую модель; 
- в разработке программ  для расчета на ЭВМ собственных частот 

и форм; 
- в получении деформированной картины  рамной   конструкции 

при вынужденных колебаниях в заданном диапазоне частот; 
- в расчете ряда тестовых примеров (собственные и вынужденные 

колебания плоской рамной конструкции); 
- в непосредственной реализации  предложенной   методики    на 

ЭВМ применительно к компрессорным лопаткам. 
Система разрешающих уравнений 
В качестве расчетного метода выбран метод перемещений, т.е. за 

основные неизвестные приняты перемещения в узловых точках. Для 
определения этих неизвестных следует составить необходимое число 
уравнений равновесия, представляющих собой систему линейных не-
однородных алгебраических уравнений. 
Рассмотрим пространственную стержневую систему, отнесенную к 

некоторой системе координат  X′; Y′; Z′. Обозначим через {Vi′} матрицу 
перемещений типового узла і. Число элементов этой матрицы (число 
степеней свободы узла) зависит от типа конструкции. 
В случае пространственной рамы матрица состоит из трех линей-

ных смещений и трех углов поворота (формула 1) 
                    {Vi

 ′} = { Uix′, Uiy′, Uiz′, θix′, θiy′, θiz′}.                                (1) 
Матрицу внешних сил, действующих в узле i в направлении пере-

мещения {Vi′}, обозначим через {Рi′}. Число элементов этой матрицы 
совпадает с числом степеней свободы узла; перечислять силы в матри-
це {Рi′} всегда будем в том же порядке, в каком перемещения распола-
гаються в матрице {Vi′}. Так для пространственной рамы 

                            {Рi′}= { Рix′, Рiy′, Рiz′, Mix′, Miy′, Miz′}.                         (2) 
Матрицы узловых сил и перемещений для всей конструкции обоз-

начим буквами {Р ′} и {V ′} и составим их следующим образом 
                          {Р ′}= { Р1

′, Р2
′...Рm

′}, { V ′}= { V1
′, V2

′…Vm
′},            (3) 
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где m – число узлов стержневой системы. 
При отсутствии внеузловой нагрузки связь между матрицами {Р′} и 

{ V ′} может быть представлена в виде  
                                           {Р ′}= [ K ′] · {V ′},                                   (4) 

где  [K ′] – матрица жесткости системы, которая определяет взамосвязь 
между узлами конструкции через упругие конечные элементы [3, 4]. 
Она может быть представлена в форме 

 
                               k′11   k

′
12  ....   k

′
1n     

                               k′21   k
′
22  ....    k

′
2n                                                     (5) 

                 [K ′] =   .....   .....   ....  .....     
                               k′n1   k

′
n2  ....   k

′
nn      , (n = 6 m).                               

                                
Матричное уравнение (4) равновесия конструкции отражает ее ста-

тическое нагружение. Соответствующее уравнение для случая дина-
мического нагружения можно получить, если добавить к внешним си-
лам инерционные {R′ ин}. Заменяя их эквивалентными узловыми сила-
ми {Р′ин}, получим равенство 

                                   {Р ′} + { Р′ ин} = [K ′] · {V ′}.                               (6) 
Для типового конечного элемента матрица узловых сил инерции 

{Р′ин} е связана с {R′ин} зависимостью 
                                 {Р′ин} е = ∫τe {α

Т} ·{ R′ин} dτ,                                 (7) 
где  {αТ} – матрица аппромсимирующих функций; τе – объем элемента. 
Инерционные силы, действующие в направлении перемещений U 

(X′, Y′, Z′, t) на элементарный  объем  dτ,  определяются  матрицей 
−ρ·[d2{ U}/ dt2, где ρ – плотность материала. Разделив их на dτ, получим 
силы, приходящиеся на единицу объема. Обозначая матрицу этих сил 
через {R′ин} и отмечая дифференцирование по времени точками свер-
ху, запишем 

                                          {R′ин} = − ρ{ Ü},                                          (8) 
а отсуда следует 

                                  {Р′ин} е = − ∫τe {α
Т} ·{ Ü} ρdτ.                           (9) 

Перемещения {U} и узловые перемещения {V′} е связаны прибли-
женной зависимостью 

                                    {U} = { α} ·{ V ′} е,                                         (10) 
тогда и  

                          . . 

                                             {Ü} = { α} ·{ V ′} е,                                    (11) 
                           .. 
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где матрица {V′} е содержит вторые производные по времени от узло-
вых перемещений конечного элемента (узловые ускорения). 
Таким образом, 
                                                                  . . 
                         {Р′ин} е = − ∫τe ρ·{α

Т} ·{ α} ·dτ{ V ′} е.                              (12) 
Этот результат можно представить в виде 
                                                              . . 
                                 {Р′ин} е = − [m]е·{ V ′} е,                                        (13) 

где  [m]е = – квадратная  симметричная  матрица, называемая матрицей 
масс конечного элемента. Ее можно определить как 

                                [m]е = ∫τe ρ·{α
Т} ·{α} ·dτ.                                    (14) 

Аналогично (13), для полной конструкции узловые силы связаны с 
узловыми перемещениями следующей зависимостью 

                                                                . . 
                                  {Р ′ 

ин}= – [M ′] · {V ′},                                       (15) 
где  [M ′] – квадратная симметричная матрица называемая матрицей 
масс конструкции и образуемая суммированием матриц масс конечных 
элементов. 

                 
                                       m′

11   m
′
12  ....   m

′
1n     

                                         m′
21   m

′
22   ....    m

′
2n                                    (16) 

                           [М ′] =   .....    .....    ....    .....     
                                       m′

n1   m
′
n2  ....   m

′
nn     . 

 
Правило формирования матрицы масс совпадает с правилом фор-

мирования матрицы жесткости из матриц жесткости отдельных конеч-
ных элементов.  
Внося (15) в (6) приходим к равенству 
                                             . . 

                                  [M ′]·{ V ′} + [K ′]·{ V ′} = { P′},                           (17) 
которое и представляет собой матричное уравнение движения конс-
трукции. Оно заключает в себе систему обыкновенных дифференциа-
льных уравнений относительно компонент матрицы {V ′}. 
Собственные (или свободные) колебания конструкции совершают-

ся при отсутствии внешних сил. Принимая в (17) {P′}= {0}, получим 
следующее уравнение 

                                              . . 
                                   [M ′]·{ V ′} + [K ′]·{ V ′} = {0},                          (18) 

решение которого ищем в виде 
                                  {V ′} = { W ′} · cos ωt,                                         (19) 

где  ω – круговая частота колебаний, а матрица-столбец  {W ′} содер-
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жит амплитудные значения перемещений и называется формой коле-
баний. Каждой частоте ωк соответствует определенная форма колеба-
ний {Wк

 ′}. 
Подставив (19) в (18), придем к уравнению 
                            ([K ′] – ω2·[M′])·{ W ′} = {0}.                                   (20) 
Кроме тривиального решения {W ′} = {0}, которое не представляет 

интерес можно получить однородную систему алгебраических уравне-
ний имеющих нетривиальное решение, если ее определитель равен 0, 
то есть 

                                       |[K ′] – ω2 · [M ′]| = 0.                                    (21) 
Значения ω, удовлетворяющие условию (21), представляют собой 

частоты собственных колебаний системы.  
Матрицы жесткости  [K′] и масс [M′] для дискретной модели выра-

жаются через матрицы жесткости  [K]е  и масс  [m]e для отдельных 
элементов. 
Выводы 
Таким образом получены системы разрешающих уравнений осно-

ванные на методе перемещений, т.е. за основные неизвестные приняты 
перемещения в узловых точках. Для определения этих неизвестных 
следует составить необходимое число уравнений равновесия, предста-
вляющих собой систему линейных неоднородных алгебраических ура-
внений. Предлагаемая методика может быть использована для расчета 
собственных частот, собственных форм, а также вынужденных коле-
баний пространственных стержневых конструкций произвольной 
структуры, приводящихся к совокупности стержней. 
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