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МОДИФІКАЦІЯ Т-ПРЕДСТАВЛЕНЬ ДЛЯ ЗНАХОДЖЕННЯ  
БРИЗЕРНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ РІВНЯНЬ ТИПУ КОРТЕВЕГА – ДЕ ВРІЗА 
 

У статті запропоновано метод для знаходження аналітичного  
представлення розв’язків рівнянь типу Кортевега – де Вріза як 
комбінацій солітона та антисолітона. Проведено порівняння  
теоретичних та експериментальних профілів відокремленої хвилі. 
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Вступ. Останніми роками дослідження відокремлених хвиль віді-
грає важливе значення у багатьох прикладних галузях. Адже розв’язки 
типу біжучої хвилі описують процеси виникнення та поширення відо-
кремлених хвиль в механіці рідин, гідродинаміці, оптиці, фізиці плаз-
ми, фізиці твердого тіла, біології, метеорології та інших галузях.  

Зауважимо, що відокремлені хвилі часто виникають на границях 
динамічних середовищ з різними фізичними характеристиками, таки-
ми як «вода – повітря» (в цьому випадку розглядають рівняння типу 
мілкої води), на границях стратифікованих рідин, на границі “газ –
вакуум” (в [12] розглядались тонкі газові диски галактик, що поверта-
ються в гравітаційному полі), на границі мантії Землі (поверхня Мохо-
ровичича). Відокремлені хвилі зараз вивчаються і у твердих тілах, 
оскільки вони можуть розглядатись як ”спусковий механізм” сейсміч-
них поштовхів. Таким чином, дослідження відокремлених хвиль та 
знаходження нових підходів до аналітичного представлення розв’язків, 
що моделюють відокремлені хвилі, на сьогодні є актуальною задачею. 

Аналіз останніх досліджень. Існують різні моделі, що описують 
процеси поширення відокремлених хвиль та методів точного і набли-
женого розв’язку відповідних модельних диференціальних рівнянь. 
Добре відомі рівняння Кортевега – де Вріза, які моделюють процеси 
поширення відокремлених хвиль на мілкій воді та низка їх узагаль-
нень. Зокрема, останніми роками розглядались узагальнення виду:  

( ) 0p p
t x xxxu u u u uα β γ+ + + =  ([8]);  

6 0t x xxx xxxxxu uu u u+ + + =  (рівняння п’ятого порядку, [9]); 
2 0t x x xx xxx xxxxxu au u bu u cuu du+ + + + =  ([9]); 

210 20 30t xxxxx xxx x xxx xu u uu u u u u= + + +  ([5]);  
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t x xxx xx xxxxu uu u u uα β+ + = − −  (Курамото-Сивашинського-КдВ, [10]);  

0t x xxx xxxxxu uu u u+ + − =  (Кавахари, [13]); 

0t x xxx xx xxxxu uu u u uν µ α γ+ + + + =  ([9]);  

0t x xx xxx xxxxu uu u u uα β γ+ + + + =  ( КдВ-Бюргерса-Курамото, [7]) 
та ряд інших. 
Ці рівняння моделюють низку фізичних явищ, таких як хвилі на мі-

лкій воді, нескінченно довгі хвилі в стратифікованій воді океану, акус-
тичні хвилі в кристалічній решітці, хвилі в плазмі та інші.  

Останніми роками розроблено багато ефективних методів знахо-
дження розв’язків диференціальних рівнянь в частинних похідних ти-
пу біжучої хвилі, таких як метод оберненої задачі розсіювання [14], 
методи перетворення Беклунда, трансформацій Дарбу [3], tanh-метод 
та його модифікації [5, 6], метод узагальнених гіперболічних функцій 
[7], метод експонент [8].  

В даній роботі пропонується новий підхід до знаходження солітон-
них розв’язків, зокрема таких, що є комбінацією солітона та антисолі-
тона. 

Методика досліджень. В роботі використовуються представлення 
спеціального типу, які дозволяють знаходити солітонні, антисолітонні 
та бризерні розв’язки диференціальних рівнянь в частинних похідних. 

Постановка завдання. У низці робіт пропонується знаходити 
розв’язки диференціальних рівнянь в частинних похідних у вигляді  
Т-представлень. Розглянемо диференціальне рівняння в частинних по-
хідних виду: 

2

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , , , , ,..., ) 0,

n

n

u x t u x t u x t u x t
F t x

t x x x

∂ ∂ ∂ ∂ =
∂ ∂ ∂ ∂

   

де u – невідома функція, ()F  – поліном. Будемо знаходити часткові 
розв’язки, що мають характер відокремленої хвилі незмінної в часі фо-
рми. Нехай ( )x t%  – функція, що визначає закон руху максимуму збу-

рення, exp( ( ( )))g x x t− − %  – функція, що описує профіль хвилі, де (.)g  
задовольняє умови:  

( ) 0g x ≥ , (0) 0g = , '(0) 0g = , ''(0) 0g ≥ . 

В найпростішому випадку функція (.)g  є мірою, визначеною на 

множині інтервалів в 1R . Такий вибір функції забезпечує симетрію 
профілю хвилі. Солітонні розв’язки знаходимо у вигляді: 

( , ) ( )exp( ( ( )) / )u x t t g x x tγ ε= − − % ,     (1) 
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де ε – деякий параметр, який може бути використаний для знаходжен-
ня інфінітизимальних характеристик.  

В роботі ставиться завдання модифікувати представлення (1) так, 
щоб на його основі можна було моделювати процеси поширення 
хвиль, які є комбінацією солітона та антисолітона.  

Метою роботи є вдосконалення представлення (1) та знаходження 
на його основі нових класів розв’язків рівнянь типу Кортевега –  
де Вріза, зокрема, бризерного розв’язку рівняння КдВ.  

Результати досліджень  
Запропонований нами метод знаходження солітонних розв’язків 

проілюструємо на прикладі рівняння КдВ виду: 
6 0t x xxxu uu u+ + = . (2) 

Згідно (1) маємо : 
'( ( ))

,x

g x x t
u u uη

ε
−= − =
%

 де 
'( ( ))

,
g x x tη

ε
−= −
%

 

2 2( ) ;xx x x x xu u u u u uη η η η η η= + = + = +  
2 3( 2 ) ( ) ( 3 )xxx xx x x xx xu u u uη ηη η η η η ηη η= + + + = + + ; (3) 

'( ( ))
( '( ) / ( ) '( )) ( '( ) / ( ) '( ))t

g x x t
u t t x t u t t x t uγ γ γ γ η

ε
−= + = −
%

% % . 

Підставляючи (3)  в (2) , отримуємо: 
3( '( ) / ( ) '( )) 6 ( 3 ) 0xx xt t x t u u u uγ γ η η η ηη η− + + + + =% , 

2

3

'( ( , )) '( ( ))
( '( ) / ( ) ( )) 6

'''( ( )) ''( ( )) '( ( )) '( ( ))
3 0.

t

g x x x t g x x t
t t x t u u

g x x t g x x t g x x t g x x t
u u u

γ γ
ε ε

ε ε ε ε

− −+ − −

− − − − − + − = 
 

% %
%

% % % %
 (4) 

Нехай ( ) 0x x t− =% . Тоді, враховуючи (1), з рівняння (4) отримуємо 
умову: 

'''(0)
'( ) / ( ) 0.

g
t u t uγ γ

ε
− =  

'''(0)
'( ) ( ) 0.

g
t tγ γ

ε
− =   (5) 

Нехай '( ) / ( )t t C constγ γ = = . 
Звідси отримуємо два випадки: 
А)  '( ) 0, ( )t t constγ γ γ= = = , '''(0)g =0. 

Б) '( ) / ( )t t C constγ γ = = , 
'''(0)

( )
g

t
t Ce εγ = , '''(0) 0g ≠ . 
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Отже, з рівняння (4) отримуємо: 
3'( ) 6 ( 3 ) 0xx xC x t u u u uη η η ηη η− + + + + =% , 

2

3

'( ( , )) '( ( )) '''( ( ))
( ) 6

''( ( )) '( ( )) '( ( ))
3 0.

t

g x x x t g x x t g x x t
C x t u u u

g x x t g x x t g x x t
u u

ε ε ε

ε ε ε

− − −− + + −

− − − − + = 
 

% % %
%

% % %
 (6) 

Нехай ( , )x x t vt=% , (.) / (.)g gε = % , x vt y− = . Тоді з рівняння (6) 
отримуємо: 

( )3 ( )'''( ) 3 ''( ) '( ) '( ) '( ) 6 '( ) 0g yC g y g y g y g y vg y g y eγ −+ − + − + =% % % % % % . 

 В результаті підстановок '( ) ( )g y p g=% % , 2w p=   останнє рівняння 
запишеться у вигляді: 

''/ 2 3 '/ 2 6 gw w w v C eγ −− + = − − %  . (7) 
Загальний розв’язок рівняння (7) має вигляд: 

2
1 22 g g gw v C e C e C eγ −= − − + +% % % . 

Tоді за умов 2
1 22 0g g gv C e C e C eγ −− − + + ≥% % % , 1 22 0v C C Cγ− − + + =  

можемо визначити функцію ( )g y% , як розв’язок задачі Коші: 

2
1 2'( ) ( ) 2 ,g g gg y sign y v C e C e C eγ −= − − + +% % %

%  (8) 

(0) 0g =% . 
В роботі [2] показано, що відомий солітонний розв’язок  рівняння 

КдВ  2 2 2( , ) 2 ( 4 )u x t ch x tχ χ χ φ−= − −  є частковим випадком представ-

лень (1), де χ , φ  – деякі параметри. При цьому 1 2 0C C= =  та 2v γ= . 
Тоді задача (8) запишеться у формі: 

'( ) ( ) gg y sign y v ve−= − , (0) 0g = ,               (9) 

а її розв’язок: ( ) 2 ln ( )g y ch yχ= . 
Представлення (1) за умови (9) досить точно описує профіль само-

тньої хвилі, яка експериментально досліджувалась в [1]. При цьому ро-
зглядалось витікання води з-під затвору в умовах білякритичних течій. 
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Таблиця 2 

 
Відповідні дані вимірювань профілю хвилі та теоретичні результа-

ти згідно представлення профілю (1) для функції (9) наведені в табл. 1-
2 та на рис. 3. На рис. 1 наведено відповідний теоретичний профіль, 
рис. 2 – порівняння експериментального профілю (жирна суцільна лі-
нія) з іншими теоретичними представленнями розв’язків, які можна 
знайти в роботі [1]. 
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Рис. 2. Порівняння експериментального профілю хвилі з теоретичними  
 

 
Рис. 3. Експериментальний та теоретичний профілі хвилі 

 
Розглянемо, як за допомогою представлень виду (1) можна отрима-

ти бризерні розв’язки. Нехай  
( , ) ( ( ))u x t x x t u= −% % .   (10) 

Тоді  
( , ) ( ( ))xu x t u x x t uη= + −% % , 

2( , ) 2 ( ( ))( )xx xu x t u x x t uη η η= + − +% % , 
2 3( , ) 3( ) ( ( ))( 3 )xxx x xx xu x t u x x t uη η η ηη η= + + − + +% % , 

( , ) '( ) ( ( ))( '( ) / ( ) '( ))tu x t x t u x x t t t x t uγ γ η= − + − −% % % % . 
Підставляючи останні вирази в рівняння (2), маємо: 
'( ) ( ( ))( '( ) / ( ) '( ))x t u x x t t t x t uγ γ η− + − −% % % +6( ( )) ( ( ( )) )x x t u u x x t uη− + − +% %

2 33( ) ( ( ))( 3 )x xx xu x x t uη η η ηη η+ + − + +% =0  (11) 

Нехай  ( , )x x t vt=% . (.) / (.)g gε = % x vt y− = . Тоді рівняння (11) за-
пишемо у вигляді: 

'( ) ( '( ) / ( ) '( ))x t y t t x tγ γ η− + −% % +6 ( )y u y uη+ +
2 33( ) ( 3 )x xx xyη η η ηη η+ + + + + =0  або 

( '( ) / ( ) )v y t t vγ γ η− + − +6 ( )y u y uη+ + 2 33( ) ( 3 )x xx xyη η η ηη η+ + + + =0. 
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Звідси отримуємо рівняння для знаходження функції (.)g : 

'( )v vyg y− − % +6 ( )(1 '( )) g yy yg y eγ −+ % + 

+ 2 33( ''( ) ( '( )) ) ( '''( ) 3 '( ) ''( ) ( '( )) )g y g y y g y g y g y g y+ + + +% % % % % % =0  (12) 

Нехай 
2

2, (0) 0, '(0) 0, ''(0) , ( ) 0.01
3

v g g g tγ= = = = = . Тоді отримуємо 

розв’язок, представлений на рис. 4. 

0 5 10 15
0

10

20

30

y0 u( )

u  
Рис. 4. Графік функції (.)g   

Бачимо, що функція (.)g  належить потрібному нам класу функцій і 
забезпечує умову локалізації розв’язку. На рис. 5 наведена поверхня 

( , )u x t% , що описує збурення як комбінацію солітона та антисолітона, а 

на рис.6 – значення функції ( , )u x t%  при фіксованому значенні t . 

 
Рис. 5. Поверхня ( , )u x t%  
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Рис. 6. Функція ( ,1)u x%  

Висновок. Таким чином, в роботі на основі Т-представлень  уза-
гальнено відомі солітонні розв’язки рівняння КдВ та а також знайдено 
нові класи точних розв’язків. Показано, що солітон Кортевега – де Врі-
за є частковим випадком відповідних узагальнень, знайдених у формі 
Т-представлень.  

Також знайдено розв’язок, що представляє собою комбінацію солі-
тона та антисолітона (бризер). Теоретично описаний профіль хвилі до-
бре узгоджується з експериментальними дослідженнями профілю хви-
лі у каналі при витіканні води з-під затвору.  

Представлення розв’язків, запропоновані у роботі, можуть бути ви-
користані для дослідження солітонних розв’язків інших диференціаль-
них рівнянь типу КдВ. 
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