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УДК 539.4:624.07 

 

К ПРИМЕНЕНИЮ СИНГУЛЯРНЫХ ФУНКЦИЙ В РАСЧЁТЕ 

БАЛОК ПРИ ДЕЙСТВИИ ЛОКАЛЬНЫХ НАГРУЗОК 

 

Дызов К.Г. (Одесская государственная академия строительства и 

архитектуры, г. Одесса) 

 

Расчѐту балок, испытывающих действие локальных нагрузок, по-

священо достаточно большое количество публикаций, в которых, 

как правило, излагаются существующие традиционные методы. В 

данной статье предлагается простая и эффективная методика рас-

чета, основанная на использовании аппарата обобщѐнных функ-

ций, что дает возможность получать решения на всей области бал-

ки, включая и зоны воздействия. 

 

Дифференциальное уравнение линии прогиба балки под действием 

произвольной нагрузки в безразмерных величинах имеет вид [1] 

                                                    )x~(q~w~ IV ,                                        (1) 

где 
L

)x(w
)x~(w~   - обобщѐнный прогиб, 

L
xx~   - обобщѐнная коор-

дината, 
EI

L)x(q
)x~(q~

3
  - величина обобщѐнной нагрузки, )x(q  - сама 

нагрузка, действующая на балку, IE   - жѐсткость балки на изгиб, E  - 

модуль упругости материала, I  - момент инерции сечения балки, L  - 

длина балки. Поперечная сила Q  и изгибающий момент M  опреде-

ляются из следующих уравнений 

                                            M
~

w~  , Q
~

w~  ,                                 (2) 

где 
EI

LM
M
~ 
  - обобщѐнный момент, а 

EI

LQ
Q
~

2
  - обобщѐнная пере-

резывающая сила. 

Решение w~  дифференциального уравнения (1) состоит из суммы 

двух решений: чw~w~w~  0 ; 0w~  - общее решение однородного уравне-

ния 0IV w~  (фундаментальная система решений) и чw~  - частное ре-

шение уравнения (1). 

В качестве фундаментального решения 0w~  можно принять выраже-

ние [1] 
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3

3
2

2100 x~Cx~Cx~CCw~  ,                      (3) 

где 0C , 1C , 2C  и 3C  - неизвестные константы интегрирования, кото-

рые определяются из граничных условий на концах балки. Частное 

решение чw~  можно найти методом Коши [2] 

                                       
x

ч dt)t(q~)tx~(w~w~

0
0 ,                                  (4) 

где )tx~(w~ 0  - общее решение  однородного уравнения (3), удовлетво-

ряющее начальным условиям 

                          ;)(w~;)(w~;)(w~;)(w~ 10000000 0000             (5) 

)t(q~  - правая часть (1); t  - параметр интегрирования. При построении 

0w~  в (4) используется процедура Коши. Она состоит в том, что общее 

решение однородного уравнения (3) подчиняют условиям (5), опреде-

ляя тем самым коэффициенты, входящие в это решение. Умножив эти 

коэффициенты на соответствующие им решения из фундаментальной 

системы (3), можно получить 0w~ . Продифференцируем трижды (3) и 

результат подчиним условиям (5). Получим следующую систему ли-

нейных алгебраических уравнений для нахождения ,Ci  3210 ,,,i   
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из которой находим, что 
6

1
0 3210  C,CCC  и формула (4) прини-

мает вид 

                                         
x

ч dt)t(q~)tx~(w~

0

3

6

1
.                               (6) 

Формула (6) является общей для нахождения частного решения 

уравнения (1) для произвольной нагрузки )x~(q~ . 

При решении задач механики для описания различных видов ло-

кальных нагрузок удобно использовать разрывные и сингулярные 

функции: единичные функции - )x(e , дельта – функции - )x( , а так-

же их производные - )x(   [3, 4]. Эти функции определяются следую-

щим образом 
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Единичная функция, дельта-функция и еѐ производная обладают 

рядом полезных свойств 










,x

,x
)x(

0  при  

0  при  0
  ),x(e)(fdx)x()x(f 





0  

 








a

,dx)x(f)ax(edx)ax(e)x(f   ,dx)x( 1




       (7) 

).x(e)(fdx)x()x(f 




0  

Рис. 1 

В (7) функция )x(f  - непрерывна
1
. В случае если на балку дей-

ствует нагрузка, изображѐнная на рис. 1, частное решение (1) с учѐтом 

свойств единичной функции (7) имеет вид 

 

  
x~ x~

a
ч dt)at(e)ctb()tx~(dt)at(e)t(q~)tx~(w~
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1 x~cax~bax~acx~bax~cx~b  (8) 

 ).ax~(ecabax~cax~ba  4

4
15

5
134
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3  

 

Производные от чw~  соответственно равны 

                                                 
1
 В теории обобщѐнных функций )x(f  называется носителем сингу-

лярных функций. 
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    x~cax~bax~acx~ba,x~cx~b,w~ч
232234

6
1 32351250  
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4
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2
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Здесь второе слогаемое, содержащее )ax~(  , является чисто сим-

волическим: оно сигнализирует о том, что при дифференцировании 

разрывной функции (8) в точке ax~   имеется разрыв со скачком рав-

ным этому слогаемому при ax~  . В наших расчѐтах оно не использу-

ется и в дальнейших выкладках не приводится.
2
 

     )ax~(eacbax~cx~bw~ч  633
6

1 223 , 

     )ax(eacbacxbxwч  6363
6

1 22 . 

Выше в формулах: a  - координата начала точки приложения 

нагрузки cxb)x(q~  ; b  и c  - коэффициенты, описывающие закон 

еѐ изменения; )ax~(e   - единичная функция с разрывом в точке 

ax ~ . 

В случае, когда в cxb)x(q~  , 0b , нагрузка становится поло-

совой с постоянной интенсивностью cq~   (рис. 2) и выражения (8) 

существенно упрощаются 

  )ax~(eax~
q~

w~ч 
4

24
,    )ax~(eax~

q~
w~ч 

3

6
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  )ax~(eax~
q~

w~ч 
2

2
,    )ax~(eax~q~w~ч  . 

Рис. 2 

                                                 
2
 В ряде задач расчѐта элементов строительных конструкций с резким 

изменением жѐсткости учѐт скачков разрывов обязателен, см. напри-

мер [4]. 
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Если на балку в точке ax ~ действует сосредоточенная сила ин-

тенсивности q~ , частное решение (6) принимает вид 

                               
x

ч dt)at(q~)tx~(w~

0

3

6

1
 .                            (9) 

В (9) выражение )(~ atq   означает, что в точке at   на балку 

действует сосредоточенная сила интенсивностью q~ . Из (9) с учѐтом 

свойств  функции )x(  (7) получаем 

  )ax~(eax~
q~

w~ч 
3

6
,    )ax~(eax~

q~
w~ч 

2

2
, 

  )ax~(eax~q~w~ч  ,    )ax~(eax~q~w~ч  . 

Для сосредоточенного момента M
~

интенсивности q~  с учѐтом 

свойств  функции )x(  (7), частное решение и его производные при-

нимают следующий вид 

 
xx~

ч dt)at()tx~(
q~

dt)at(q~)tx~(w~

0

2

0

3

6

3

6

1
  

),ax~(e)ax~(
q

 2

2
  )ax~(e)ax~(q~w~ч  ,  )~(~~ axeqwч  ,  

0чw~ . 

Выражение )at(q~   означает, что в точке at   на балку дей-

ствует сосредоточенный момент интенсивностью q~ . 

Примеры расчѐтов. Построить линию прогиба w~ , эпюры момента 

M
~

 и перерезывающей силы Q
~

 балки с жѐсткой заделкой на концах, 

под действием нагрузки ),x~(e)x~()x~(q~ 5022  , действующей с 

точки 50,x~  , рис. 3 а. 

Условию жѐсткой заделки соответствуют следующие граничные 

условия: 000  )(w~)(w~  при 0x~  и 011  )(w~)(w~  при 1x~ . С 

учѐтом (3) получаем следующую систему для нахождения констант 

интегрирования 
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Рис. 3 

Из первого уравнения системы находим, что 00 C , а из второго,  

что 01 C . Для оставшихся неизвестных получаем следующую систе-

му уравнений  
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из которой находим 2c  и 3c . На рис. 3 б приведены масштабирован-

ные обобщѐнные кривые ,Q
~

,M
~

,w~,w~   а на рис. 4 представлен фрагмент 

Excel – таблицы расчѐта данного примера. 

На рис. 5 приведены обобщѐнные кривые ,w~  Q
~

,M
~

,w~  свободно опѐр-

той балки, под действием полосовой нагрузки (рис. 2) 

),x~(e)x~(q~ 501  , действующей с точки 50,x~  . На рис. 6 б приведе-

ны кривые ,w~  Q
~

,M
~

,w~  балки с жѐсткой заделкой, под действием сосре-

доточенного момента )5,0~(1
~

 xM   в точке 5,0~ x . На рис. 7 

приведены кривые ,w~ ,w~ч Q
~

,M
~

 консольной балки, под действием сосре-

доточенной силы )x~()x~(q~ 11   , приложенной на свободном конце. 

0,5 x 

y 

0 

1  

а) 
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Рис. 4 

Рис. 5 

 

Заключение 

 

В заключение заметим, что изложенная методика расчѐта хорошо 

программируется и позволяет получать, например в MS Excel, нагляд-

ные интерактивные графические решения. 

 

Summary 

The use of the apparatus of generalized functions in the analysis of 

beams, experiencing the action of local loads, makes it possible to obtain 

a simple and effective solutions. 
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Рис. 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 7 
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