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КОНСТРУКЦІЇ-ПЛАТФОРМИ У ЇЇ УЗАГАЛЬНЕНІЙ МОДЕЛІ 

ЗА ОДНІЄЇ ПЕРЕОЦІНКИ В ІНТЕРВАЛЬНИХ 

НЕВИЗНАЧЕНОСТЯХ 

 

Романюк В.В. (Хмельницький національний університет, 

м. Хмельницький) 

 

Розглядається антагоністична модель підбору площ поперечних 

перерізів опор будівельної конструкції-платформи, де потенційне 

навантаження на платформу конструкції нормоване до одиниці. 

Досліджувана модель породжена інтервальними невизначеностями 

як оцінками нормованих площ поперечних перерізів опор конс-

трукції. Доводяться два твердження про оптимальне рішення про-

ектувальника у такій моделі при одній переоцінці в інтервальних 

невизначеностях, де друге твердження випливає за порушення 

умов першого. 

 

Вступ 

Математичне моделювання, котре передує макетному або натурно-

му моделюванню, є фундаментальною складовою прикладної матема-

тики і дозволяє проводити необмежені маніпуляції з параметрами дос-

ліджуваного об‘єкта. Особливо це актуально у будівництві, де розроб-

ка навіть макетної моделі не має смислу без ґрунтовного аналізу жорс-

ткості, стійкості і надійності будівельної конструкції [1, 2], а натурна 

модель і являє собою, власне, кінцевий результат. Звичайно, опорні 

конструкції-платформи окремо не є надто складними елементами буді-

вельного процесу, однак конструкції етажеркового типу, де опорна 

конструкція-платформа є ―атомарною‖ одиницею, повинні витримува-

ти визначене вертикальне навантаження і при цьому бути прийнятними 

за масогабаритними показниками [3, 4]. Тому багатоопорні конструкції 

мають проектуватись як за оптимальною кількістю опор, так і за опти-

мальних площ їх поперечних перерізів. Проте часто виникають задачі 

проектування, де потенційне навантаження на платформу конструкції 

коливається [5] у широких межах, а локальні навантаження на центри 

опор конструкції не обов‘язково є рівнорозподіленими, причому їх по-

передні оцінки не можуть бути точковими. Звісно, тут, з одного боку, 

не бажано аж надто багато витрачати будівельного матеріалу, якщо 
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навантаження на платформу виявиться невеликим [6, 7], а з іншого — 

необхідно забезпечити надійність конструкції за якнайбільших перева-

нтажень. Але вирішення таких задач, результатом чого є й економія 

ресурсів, і зменшення геометричних форм, ускладнюється ще й тим, 

що інтервальне оцінювання потенційних локальних навантажень на 

центри опор теж є суб‘єктивним, внаслідок чого традиційні методи 

досягнення необхідного результату потребують уточнення. 

 

Аналіз відомих першоджерел і виділення  

невирішеної частини проблеми 

Оскільки потенційне навантаження на платформу конструкції коли-

вається у широких межах, то його можна нормувати до одиничного [8, 

9]. Тоді при одиничному нормуванні сумарної площі поперечних пере-

різів опор конструкції локальні навантаження на центри опор і площі 

поперечних перерізів опор оцінюються відповідно аналогічними інтер-

валами або відрізками ненульової міри [8, 9]. В N -опорній конструкції 

при  нормованим навантаженням на j -ту опору у формі 

;j ja b   -невизначеності є 

 ; 0; 1j j jx a b      при  j ja b   1, 1j N                   (1) 

та площею поперечного перерізу j -ї опори у формі тієї ж ;j ja b   -

невизначеності є 

 ; 0; 1j j jy a b      при  j ja b   1, 1j N   .                (2) 

Навантаження і площа поперечного перерізу N -ї опори визнача-

ються автоматично завдяки одиничному нормуванню: 
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Для визначення оптимальних площ поперечних перерізів опор 

конструкції використовують антагоністичну модель [10] у формі опук-

лої гри з ядром 
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на декартовому добутку 

       (5) 

гіперпаралелепіпеда чистих стратегій (нормованих навантажень на 

опори) 

                          (6) 

першого гравця і гіперпаралелепіпеда чистих стратегій (нормованих 

площ поперечних перерізів опор) 

                           (7) 

другого (проектувальника), де  й 

. Опуклість цієї гри [11] дозволяє 

шукати оптимальну стратегію (рішення) проектувальника у формі 

 1N  -вимірної точки 

,               (8) 

котра існує згідно з відповідною теоремою [10] про чисті оптимальні 

стратегії другого гравця в опуклій антагоністичній грі. 

Легко бачити, що 
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де спочатку перевіряється, чи компоненти  
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 точки (8) є коренями 

рівності 
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  1, 1j N                         (10) 

для визначення ціни гри *v . Очевидно, що корені [9, 12] рівності (10) 
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  1, 1j N                        (11) 

повинні бути відповідними координатами точки гіперпаралелепіпеда 

(7). Іншими словами, має бути виконано 
* ;j j jy a b     1, 1j N   .                               (12) 

Якщо ж  1, 1r N    таке, що 
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то число в (11) при j r  вже не є r -ю компонентою оптимальної 

стратегії (8). При цьому рівність (10) все ще може бути виконана у ме-

жах гіперпаралелепіпеда (7) хоча б частково, для деякої кількості її 

частин, але вже за інших значень компонент  
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. Оптимальні рі-

шення проектувальника за різних умов порушень типу (13) для конс-

трукцій з кількістю опор від двох до чотирьох досліджені у працях [8, 

9, 12], але питання про оптимальну поведінку проектувальника у випа-

дку з довільною кількістю опор при  на даний момент зали-

шалося відкритим. 

 

Мета і завдання статті 

Відштовхуватимемось від того, що для N -опорної конструкції, де 

, відомі інтервальні невизначеності  
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 1, 1r N    таке, що виконано (13) при 
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     1, 1 \i N r   .             (14) 

Разом з (13) це означає, що серед елементів множини  
1

1
;

N

j j
j

a b



    

лише інтервальна невизначеність  ;r ra b  була оцінена з деякою похи-

бкою, тобто слід було брати або менше значення ra , або більше зна-

чення rb . Далі прийматимемо, що у відрізку  ;r ra b  саме лівий кінець 

був оцінений некоректно й виконано 
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  для   1, 1r N   .                (15) 

Тоді і визначимо компоненти  
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 оптимального рішення проек-

тувальника (8) для такої ситуації, виокремивши відповідні твердження 

у теореми. В умовах даних інтервальних невизначеностей  
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це дозволить якнайкращим способом розподіляти нормовані площі 

поперечних перерізів опор платформи, що запобігатиме максимально-

му перевантаженню конструкції і пролонгує строк її експлуатації. 

 

Твердження про оптимальне рішення проектувальника (8)  

у грі з ядром (4) за умов (15) і (14) 

Теорема 1. В антагоністичній грі з ядром (4) на декартовому добут-

ку (5) гіперпаралелепіпедів (6) і (7) за умов (15) і (14) другий гравець 

володіє оптимальною стратегією (8) з r -ю компонентою 
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     1, 1 \i N r   .           (18) 

Доведення. Оскільки виконано (15), то r -а компонента 
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і, підставляючи (19) та (14) як  
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 рівності (10), отримаємо строгу нерівність 
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Мінімізація за (9) максимальної частини нерівності (20) принаймні 

для r -ї компоненти дає (16), адже тоді 
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тому й ніяке значення *
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,                         (22) 

з якої видно, що її максимальна частина може бути зменшена за раху-

нок зменшення значень (14) компонент  
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 до таких значень, 

за яких частина нерівності (22) 
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―вирівняється‖ у рівність 
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Далі з рівності (24) отримуємо: 
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Тепер, підставляючи (26) у праву частину рівності (25), маємо 
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звідки випливає (17). Звичайно, тут має бути виконано 
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інакше рівність (24) не виконуватиметься у межах гіперпаралелепіпеда 

(7). Тому вимога (18) є очевидною. А вимога 
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   1, 1 \i N r                                          (30) 

завдяки (15), а це означає автоматичне виконання нерівності (29) тому, 

що виконано (14). Теорему доведено. 

Слід зазначити, що внаслідок (14) і (30) нерівність (29) виконана 

строго: якими б не були значення (14), для ―вирівнювання‖ нерівності 

(23) у рівність (24) компоненти  
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ти меншими за значення (14). Якщо ж хоча б одну з 2N   належнос-

тей у (28) порушено, тобто не виконано (18), рівність (24) не виконува-

тиметься у межах гіперпаралелепіпеда (7), і значення (17) вже не бу-

дуть компонентами оптимальної стратегії (8). Проілюструємо це у на-

ступному твердженні. 

Теорема 2. Нехай в антагоністичній грі з ядром (4) на декартовому 

добутку (5) гіперпаралелепіпедів (6) і (7) виконані умови (15) і (14), 

причому існує непорожня множина індексів    1, 1 \T N r   така, що 
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Тоді у такій грі другий гравець володіє оптимальною стратегією (8) 

з r -ю компонентою (16), компонентами 
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      1, 1 \ \i N r T   .     (35) 

Доведення. Справедливість твердження щодо компоненти (16) від-

разу випливає з Теореми 1. А оскільки виконано (31), то t -а компонен-

та 
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Звичайно, при T   ми опиняємось в умовах Теореми 1. Однак 

(36) означає, що замість рівності (24)    1, 1 \i N r    у межах гіпе-

рпаралелепіпеда (7) виконується співвідношення 
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,                 (38) 

з якої видно, що її максимальна частина може бути зменшена за раху-

нок зменшення значень (32) компонент  
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 до таких зна-

чень, за яких частина нерівності (38) 
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―вирівняється‖ у рівність 
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.                     (40) 

Далі з рівності (40) отримуємо: 

      

1

* *

1 1, 1 \

1 1

N

i k i k k

k k T r k N T r

y a b a y



   

 
    
  
 

                 (41) 

й 

* *u
u i

i

b
y y

b
    

    1, 1 \ \i N r T     та      1, 1 \ \u N r T   .         (42) 

Тепер, підставляючи (42) у праву частину рівності (41), маємо 
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звідки випливає (34). Звичайно, тут має бути виконано 
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      1, 1 \ \i N r T   ,   

(44) 

інакше рівність (40) не виконуватиметься у межах гіперпаралелепіпеда 

(7), звідки вимога (35) є очевидною. А вимога 

      1, 1 \ \i N r T        (45) 

не потрібна, адже 
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    1, 1 \ \i N r T                                      (46) 

і завдяки підсумовуванню обох частин нерівності (31) за 

   1, 1 \t T N r    отримаємо 
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,                          (47) 

що дає від‘ємний чисельник у (46) і, взагалі, від‘ємне значення (46), а 

це означає автоматичне виконання нерівності (45) тому, що виконано 

(29). Теорему доведено. 

Звісно, і тут зазначаємо, що внаслідок (29) і (46) нерівність (45) ви-

конана строго: якими б не були значення у лівій частині (29), для ―ви-

рівнювання‖ нерівності (39) у рівність (40) компоненти 
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 необхідно одночасно брати меншими за значення у 

лівій частині (32). А якщо ж хоча б одну з нерівностей (32) порушено, 

то рівність (40) не виконуватиметься у межах гіперпаралелепіпеда (7), і 

значення (34) вже не будуть компонентами оптимальної стратегії (8). 

Доведеться знову займатися ―вирівнюванням‖ відповідної нерівності і 

перераховувати компоненти  
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 оптимальної стратегії (8). 
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Висновок і перспектива подальшого дослідження 

 

Доведені твердження відображають цікаву особливість в оптималь-

ній поведінці проектувальника (8), котра визначається за однієї перео-

цінки типу (15) в інтервальних невизначеностях  
1

1
;

N

j j
j

a b



   . Ця особ-

ливість полягає у тому, що нерівність (15) може породити не тільки 

одну r -ту компоненту (16) оптимальної стратегії (8), а й низку компо-

нент (33) зі значеннями на лівих кінцях відповідних інтервальних неви-

значеностей       1, 1 \
;t t t T N r

a b
  

, якщо тільки виконані умови Теореми 

2. Звичайно, і ця теорема не окреслює усі можливі випадки визначення 

компонент  
    

*

1, 1 \
i

i N T r
y

 
, оскільки у разі порушення хоча б однієї з 

належностей у (44) співвідношення (34) втрачають зміст. Утім, пору-

шення умов (35) Теореми 2 на практиці траплятиметься вкрай рідко і, в 

додаток, свідчитиме про дуже невдало оцінені кінці інтервальних неви-

значеностей  
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   , внаслідок чого принаймні три площі попе-

речних перерізів опор конструкції доведеться покладати рівними міні-

мальним оцінкам нормованих навантажень, що є і підозрілим (хоча їх 

оптимальність за умов вказаних інтервальних невизначеностей доведе-

на), і небажаним (можливі перевантаження конструкції через виявлені 

переоцінки лівих кінців інтервальних невизначеностей). Тому у перс-

пективі варто розглянути методи більш адекватного попереднього оці-

нювання інтервальних невизначеностей  
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;
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j j
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a b



   , де поштовхом 

(ознакою) до застосування таких методів слугуватиме невиконання 

умов (44) або (35) Теореми 2. 

 

Summary 

 

There is considered an antagonistic model of fitting cross-sections 

squares of supports of the building construction-platform, where poten-

tial load on the construction platform is unit-normed. The being inves-

tigated model has been generated with interval uncertainties as evalua-

tions of the normed cross-sections squares of the construction supports. 

There are being proved two assertions on the projector optimal decision 

in such model by an over-evaluation in interval uncertainties, where the 

second assertion comes up by infraction of conditions of the first one. 
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