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При проектуванні асфальтобетонного покриття вулиць і доріг необ-

хідно враховувати особливості його роботи [1, 2]. Це по-перше специ-

фічні транспортний потік та режим руху на міських вулицях та доро-

гах; характер дії навантаження на перехресті, поблизу перехрестя, на 

зупинках громадського транспорту, на автостоянках, в заторах; змен-

шення тривалості дії навантаження внаслідок зменшення середньої 

швидкості руху у порівнянні із дорогами загального користування. 

Відомо, що напружено-деформований стан конструкції дорожнього 

одягу та механічна поведінка асфальтобетону значною мірою залежить 

від часу дії навантаження [1, 2]. Така поведінка називається 

в’язкопружністю і проявляється по-різному: повзучість при постійному 

напруженні, релаксація напружень при постійній деформації, загасання 

динамічних ефектів, залежність діаграми напруження – деформація від 

швидкості навантаження – ось деякі приклади прояву в’язкопружних 

властивостей матеріалу.  

Ця стаття присвячена, головним чином, аналітичному аналізу, опи-

су лінійної в’язкопружної поведінки матеріалів та обґрунтування мож-

ливості застосування викладених підходів відносно асфальтобетону. 

Це дозволить більш точно оцінювати поведінку асфальтобетону, що в 

свою чергу дасть можливість точніше прогнозувати його довговічність 

за тріщиностійкістю. 

 

Лінійна поведінка асфальтобетону 

Як показав огляд багатьох робіт, поведінка асфальтового бетону 

може описуватися лінійною теорією [3, 4]. Звичайно, лінійна теорія дає 

тільки наближення до дійсної поведінки матеріалу і для того щоб ви-

користовувати її належним чином, необхідно знати межі її застосуван-

ня.  
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Для того щоб сформулювати припущення про лінійність деякого 

в’язкопружного тіла, досить виписати інтегральне співвідношення, що 

зв'язує реакцію тіла з зовнішніми вхідними даними, не уточнюючи 

фізичної структури тіла і фізичного змісту кожного параметра окремо. 

Тому під тілом будемо мати на увазі просто "чорний ящик" (тобто бу-

демо вважати тіло феноменом), що може бути, наприклад, одновісьно 

навантаженим брусом.  

Розглянемо реакцію R  на деякий зовнішній вплив (вихідні дані). 

Запис 

 

 IRR       (1) 

 

означає, що поточне значення відгуку R залежить від історії зміни ве-

личини І, а не тільки від її поточного значення, тобто  що R є функціо-

налом від І. 

Функціонал є лінійним тоді і тільки тоді, коли він задовольняє двом 

наступним умовам: 

(і) умові однорідності (чи пропорційності): 

 

    ;constc,IcRcIR                     (2) 

 

(іі) умові суперпозиції: 

 

     ,bIRaIRbIaIR     (3) 

 

де Іа й Іb можуть бути однаковими чи різними історіями вхідних даних. 

Будь-які матеріали (чи конструкції), для яких виконуються умови (2) і 

(3), називаються лінійними в’язкопружними. 

Якщо функціонал відгуку лінійний, то його можна представити у 

вигляді інтегралу від вихідного вхідного даного і відгуку, що залежить 

від історії одного попередньо обраного впливу. При дослідженні 

в’язкопружних матеріалів цей вплив звичайно вибирають у вигляді 

одиничної ступінчастої функції H: 
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Відгук на функцію H позначається через Rн і в загальному випадку 

залежить від поточного моменту часу t і моменту часу t', у який вво-

дять одиничний вхідний вплив H, тобто 

 

).t,t(HRHR     (5) 
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Як випливає з фізичних понять, .0 ttприRH   У багатьох 

випадках відгук в’язкопружного тіла залежить тільки від часу, минуло-

го після введення вхідних даних, тобто 

 

).tt(HRHR      (6) 

 

В’язкопружні матеріали чи конструкції, поведінка яких описується 

співвідношенням (6), називаються нестаріючими чи інваріантними за 

часом. 

Функція Rн називається функцією повзучості (піддатливістю при 

повзучості) у тому випадку, коли величина І є напруженням, а в ролі R 

виступає деформація, і перехідною провідністю у випадку загальних 

лінійних систем [5, 6]. 

Якщо І залежить від часу, то, розглядаючи його як межу суми схід-

частих функцій і використовуючи умови (2) і (3), можна записати 
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а для нестаріючого тіла 
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Співвідношення виду (7) і (8) називаються законами спадкоємного 

типу. Для інтегрального представлення (8) вживаються різні назви: 

інтеграл суперпозиції, інтеграл суперпозиції Больцмана, інтеграл 

Дюамеля, інтеграл типу згортки. 

Аналітичне представлення в’язкопружних характеристик. 

У багатьох випадках, наприклад, коли потрібно врахувати 

мікроструктуру матеріалу або встановити співвідношення між його 

в’язкопружними характеристиками, бажано мати у своєму розпо-

рядженні аналітичні представлення в’язкопружних характеристик. 

Характеристики, що залежать від часу. 

Виходячи з термодинамічних понять, Біо [5, 7] запропонував за-

лежність від часу функцій повзучості і релаксації у наступному виді: 
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де кількість s членів ряду залежить від властивостей матеріалу; ρs - час 

релаксації, позитивна величина, а ηs - час запізнювання (ретардації) - 

теж позитивна величина. 

Для багатьох матеріалів, є велике число часу релаксації і запіз-

нювання, значення яких розташовані досить щільно. Тому у формулах 

(9, 10) підсумовування (по s) можна приблизно замінити інтегруван-

ням, вважаючи, що час релаксації і запізнювань є непереривними 

функціями [5, 8, 9]. 

Хоча тимчасових постійних (час релаксації і запізнювання) може 

бути дуже багато, функції повзучості і релаксації часто можна апрок-

симувати кінцевими експонентними рядами (як правило з 10-20 

членів), у яких тимчасові постійні вибираються без обліку термоди-

намічних понять [5, 10]. 

Тому що всі характеристики, описані вище, представляються сумою 

експонент, моделі таких матеріалів можна скласти з пружних і в’язких 

елементів. Однак, за винятком згаданих вище діагональних компо-

нентів, пружні модулі і коефіцієнти в'язкості можуть бути негативними 

коли часи релаксації і запізнювання позитивні. 

У рівняннях (9, 10) як аргумент взятий дійсний час t. Однак ці 

функції легко переписати в позначеннях для неізотермічних характе-

ристик термореологічно простих матеріалів - істинний час t просто 

замінюється приведеним часом ξ. 

Інший вираз залежності функцій релаксації від часу дають різні 

степеневі закони. Модифікований степеневий закон 
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де величини E∞, EI, η0 і m не залежать від часу. Зауважимо, що при 

t/η0 >>1 формула (11) приводиться до вигляду: 

 

  .1

mtEEtE 

     (12) 

 

Для термореологічно простих матеріалів, властивості яких залежать 

від температури, у рівняннях (11) і (12) час t заміняється на приведений 

час ξ.  

Характеристики, що залежать від температури 
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Із усіх залежних від температури характеристик композитів, 

найбільшої уваги заслуговує аналітичний вираз для коефіцієнта 

зміщення aT. При Т < Tg звичайно приймається відоме співвідношення 

Арреніуса [5, 9] і Халпін [5, 11] 

,
RTTR,

F
Talg
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3032

    (13) 

 

де ΔF – постійна енергія активації (на моль), a R=1,987 кал/моль. 

Таким чином, графік залежності функції lg aT від перемінної 1/T яв-

ляє собою пряму.  

При Т>Tg застосовується рівняння ВЛФ (рівняння Вільямса- Лан-

дела - Феррі) 

 

   ,RTTc/RTTcTalg  21
   (14) 

 

де с1 і с2 - постійні.  

Інший вид залежності коефіцієнта aT від температури при Т > Tg 

запропонував Шепері: 

     ,aTT/aTRTTa     (15) 

 

де Та і μ - постійні величини.  

Цей вираз добре узгоджується з рівнянням ВЛФ у широкому інтер-

валі температур при μ = 12, як правило, Та ≈ Тg – 10 °С. Для деяких за-

дач зручніше використовувати цей статичний закон, тому що він дає 

можливість аналітично підрахувати приведений час при постійній 

швидкості зміни температури, що не дозволяє розв’язати рівняння (14). 

 

Співвідношення, що зв'язують в’язкопружні характеристики 

Співвідношення при одноосьовому навантаженні. 

Авторами приводяться деякі співвідношення, що зв'язують 

в’язкопружні піддатливості і модулі релаксації при одноосьовому 

навантаженні.  

Точна залежність між зображеннями Карсона функцій повзучості і 

релаксації має вид: 

 

.D
~

E
~ 1      (16) 

 

Відгук на стаціонарні періодичні впливи з частотою ω (коли 

ζx=ζAe
iωt

 і εx=εAe
iωt
, де ζA, εA - речовинні або комплексні постійні) 

визначається через комплексну піддатливість і комплексний модуль 
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;/,/ xxxx ED      (17) 

 

таким чином, 

.1  DE     (18) 

 

Як відомо [5, 12], ці комплексні модуль і піддатливість зв'язані з 

зображеннями Карсона функції релаксації і повзучості наступними 

співвідношеннями: 
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Приймаючи для функції повзучості степеневий закон, знаходимо 

 

  ,1
~

11

nsnГDDD     (20) 

 

де Г(1+n) - гамма-функція з аргументом 1 + п.  

Із другого рівняння (27) випливає, що 

 

,''' iDDD      (21) 

 

де речовинна частина D', так звана піддатливість нагромадження, має 

вид: 

    ,2/cos1' 1

n

I nnГDDD     (22) 

 

а неявна частина D", піддатливість втрат, має вид: 

 

    .2/sin1'' 1

nnnГDD    (23) 

 

Тангенс кута втрат (названий також коефіцієнтом втрат) визна-

чається як 

 

,'/'' DDtg      (24) 

 

де υ - зсув фази між напруженням і деформацією.  

x DІ << D', то 

 

.2/ n     (25) 
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Якщо DІ в рівнянні (20) мале, то, застосовуючи зворотнє перетво-

рення Лапласа до рівності (16), можна записати: 

 

      ./sin  nntEtD   (26) 

 

При 0 < n ≤ 0,25, з точністю до 10% виходить залежність 
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1

 tDtE     (27) 

 

 

Висновок 

 

Рівняння (27) називається квазіпружною апроксимацією. Воно та-

кож вірне не тільки для степеневих залежностей, але й у тих випадках, 

коли графік функції D (чи Е) у логарифмічних координатах має малу 

кривизну [5, 13]. 

Тобто при вирішенні багатьох задач для знаходження напружень та 

деформацій можна використовувати точні рішення теорії пружності. 

При цьому необхідно замінити пружні характеристики відповідними 

модулями релаксації і в’язкопружними податливостями. Ґрунтуючись 

математичними аспектами цих методів, а також результатами, отрима-

них Шепері і Сімсом при його застосуванні, можна вважати, що в 

більшості випадків точність методу цілком задовольняє звичайним 

інженерним вимогам. 

 

 

SUMMARY 

 

The thermoviscoelastic behavior of asphalt concrete pavement of 

city streets and roads is considered. 
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