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Под мачтовой системой обычно понимается упругая система, со-

стоящая из вертикального стержня, закрепленного на нижнем конце и 

раскрепленного по высоте набором гибких нитей. 

Расчетной моделью такой системы может служить сжатый стер-

жень на упруго-податливых опорах, расположенных в точках крепле-

ния оттяжек – гибких пологих нитей (канатов). Жесткости опор в об-

щем случае зависят от параметров оттяжек, включая и натяжение соот-

ветствующих канатов [1]. 

Расчетная схема стержня показана на рис. 1. Изгибные деформации 

в плоскости xy будут описываться системой дифференциальных урав-

нений первого порядка [2]. 
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Здесь v(x), φ(x), M(x), Q(x) – переме-

щение, угол поворота, изгибающий 

момент и перерезывающая сила в се-

чении х; I – момент инерции попереч-

ного сечения стержня; E – модуль 

упругости; P – продольная сила. 

Будем считать, что стержень имеет 

переменное по высоте поперечное 

сечение, так что момент инерции по-

перечного сечения I и площадь F, есть 

функции координаты х. 

Распределенное по высоте стержня 

продольное усилие имеет несколько                        

               составляющих: 
Рис. 1. Расчетная схема стержня  
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В случае, когда q(x) есть погонная нагрузка от веса, q(x)=μ·F(x), μ – 

удельный вес материала; Po – продольная сила на  верхнем торце (вес 

оборудования, размещенного на мачте); Pi – сжимающие силы, являю-

щиеся следствием натяжения Ti – тросов оттяжек (рис.2). Функция σ 

имеет вид: 
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,m,1i    m – число точек xi крепления оттяжек. 

Система дифференциальных уравнений (1) дополняется граничны-

ми условиями: 
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Выбором параметров a1,...,b2 

можно реализовать большинство 

способов закрепления основания 

мачты. В частности для шар-

нирного опирания, показанного 

на рис. 1 
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                          Рис. 2.                              )0)0()0(v(   

 

На опорах выполняются условия: 
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Здесь 

ii
x,x  значения координат x слева, справа от точки хi, сi вели-

чина жесткости опоры в точке хi относительно перемещений, перпен-

дикулярных оси стержня. Далее будут рассматриваться жесткости сi 

только в монтажном состоянии и формулы для их расчета через пара-

метры оттяжек заимствованы из работы [1]. 

Система, показанная на рис.1 может достичь положения неустойчи-

вого равновесия при росте различных нагрузок Po, Pi, μ·F. Вопросы 

комплексного влияния различных нагрузок на устойчивость связаны с 

исследованием границы области устойчивости в многомерном про-

странстве, координатами которого являются величины частных типов 

нагрузок. Свойства границы области устойчивости, в частности ее вы-

пуклость, были исследованы П.Ф. Панковичем [7]. Однако, далее мы 

остановимся на частном варианте, когда все нагрузки возрастают про-

порционально некоторому параметру α, т.е. на систему действуют 

нагрузки α·Po, α·Pi, α·μ·F. Критическое значение параметра α= αкр явля-

ется первым собственным значением краевой задачи (1) – (3) при под-

становке туда α·Po, α·Pi, α·μ·F. Величина αкр численно характеризует 

коэффициент запаса устойчивости относительно рассматриваемой си-

стемы нагрузок. 

Воспользуемся подходом изложенным в [3], для формулировки за-

дачи оптимизации. В качестве варьируемой функции выберем распре-

деление по высоте площади поперечного сечения F(x), 

                            )x(F)x(F)x(F
21

    (4) 

Здесь границы изменения площади заданы. Ограничения (4) созда-

ют зону изменения объема материала мачты: 

 
h

0

22

h

0

11
dx)x(FV)x(Vdx)x(FV   (5) 

Зафиксируем некоторый объем материала V из диапазона (5). Зада-

ча оптимизации состоит в нахождении F(x), подчиненной ограничени-

ям (4) и максимизирующей коэффициент устойчивости α, определяе-

мого из краевой задачи (1) – (3). 

Необходимые условия оптимальности в форме принципа максиму-

ма [4] для такой задачи, которую далее будем символически обозна-

чать V→α, можно сформулировать используя результаты [3]. Вопросы 

оптимизации стержней в задачах устойчивости имеют давнюю исто-

рию. Одной из первых в этом направлении была работа [11]. Особен-

ности применения принципа максимума были детально проанализиро-

ваны в статьях [8-10], а также монографии [3], где предложен также 

эффективный алгоритм решения подобных задач оптимизации. 
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Необходимые условия оптимальности будут представлены краевой 

задачей (1) – (3), замкнутой на оптимальной F(x) условием максимума 

гамильтониана 

FFdx
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M
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2

2

       (6) 

Величина λ представляет собой неопределенный множитель Ла-

гранжа для учета условия постоянства объема. Максимум гамильтони-

ана по F, рассматриваемому как параметр, достигается в каждой точке 

xє[0,h]. 

Таким образом находится зависимость F(M, φ, λ), которая подстав-

ляется в краевую задачу (1) – (3), делая ее нелинейной. 

В качестве объекта исследования рассматривается мачтовая систе-

ма с тремя уровнями оттяжек, высотой 28,0м. Конструктивно мачта 

представляет собой сборную конструкцию из двухметровых решетча-

тых секций, с размером сторон 0,5м. Пояса решетчатой мачты выпол-

нены из трубы 48х5, решетка – из круглой стали Ø14мм. Монтажное 

натяжение оттяжек равно 5,3кН. 

Остановимся на выборе схемы варьирования. Будем считать, что в 

нашем случае мы имеет семь вариантов поперечных сечений труб, по-

казанных на рис. 3.  

В таблице 1 приведены номера по сортаменту, 

отвечающие им варианты трубчатых сечений с 

указанием диаметра и толщины стенки, а также 

соответствующие площади и моменты инерции.  

Для того, чтобы избежать работы с дискрет-

ными переменными, что в принципе возможно, 

примем, что площадь сечений, а следовательно и 

толщины стенок меняются  

Рис. 3.                    непрерывно от номера 1 до номера 7. 

 

В соответствии с такой схемой варьирования можно принять ли-

нейную зависимость момента инерции поперечного сечения от площа-

ди FAIE  , где А – фиксированная величина, подсчитываемая в 

соответствии с данными таблицы 1. 

Понятно, что в ограничениях (4) номер 1, в таблице 1, соответству-

ет F1, а номер 7 - F2. 

Введем обозначение 
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x

0
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В этом случае гамильтониан будет иметь вид 
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Таблица 1 

Легко видеть, что 0
F

H
2

2





, следовательно H(F) выпуклая вверх 

функция для всех xє[0,h]. Она достигает максимума либо в точке F*, 
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F
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, либо на ближайшей к F* границе интервала (4). Величина 
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Следовательно, оптимальная функция F(x) будем определяться вы-

ражением 
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Численное решение данной задачи V→α будем проводить по мето-

дике, предложенной в [3]. Она состоит в следующем. Выбирается не-

которое начальное приближение F0(x), имеющее заданный объем V. 

Для заданной функции )x(F)x(F
0

  решается линейная краевая зада-

ча (1) – (3). Новое приближение F1(x) находится по формуле (7), при 

этом величина неопределенного множителя Лагранжа λ подбирается 

так, чтобы в рамках формулы (7), объем сохранялся. 

 
h

0

1
Vdx)x(F , 

т.е. объем сохраняется. Эта процедура достаточно проста. Далее реша-

ется линейная краевая задача (1) – (3) для )x(F)x(F
1

 , находится 

№ по 

сорта-

менту 

1 2 3 4 5 6 7 

Сече- 

ние 

Тр.Ø 

48х2 

Тр.Ø 

48х2,2 

Тр.Ø 

48х2,5 

Тр.Ø 

48х2,8 

Тр.Ø 

48х3 

Тр.Ø 

48х3,2 

Тр.Ø 

48х3.5 

F, см2 11,561 12,662 14,294 15,904 16,965 18,015 19,572 

I, см4 7256,3 7947 8971 9980,7 10646 11305 12281 
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новое приближение )x(F
2

 и т.д. Как продемонстрировано в [3] такой 

итерационный процесс достаточно быстро сходится. Хороший резуль-

тат достигается уже по первых итерациях. Причиной хорошей сходи-

мости является то, что характер функции М(х) достаточно стабилен 

при умеренных вариациях площади F(x). 

В качестве иллюстрации данного подхода на рис. 4 а-е приведены 

результаты решения задач V→α для рассматриваемой мачты. При этом 

фиксированный объем соответствует исполнению всех секций одного 

и того же сечения, соответствующего N3 по сортаменту. Рис.4а соот-

ветствует случаю, когда опоры отсутствуют, т.е. мы имеет мачту, за-

щемленную в основании и свободную на вершине. Схематически пока-

зано условие закрепления, а также формы перемещения V(x) и изгиба-

ющего момента М(х) в случае потери устойчивости. 

Отметим известный факт: величины V(x), М(х) определяются с точ-

ностью до постоянного множителя, так что значения имеют не их аб-

солютные величины, а соотношения между ними. 

Правее показано оптимальное распределение номеров сортамента 

по высоте мачты, максимизирующее коэффициент запас. По вертикали 

отложены координаты сечений в метрах, начиная от основания мачты, 

а по горизонтали – номера по сортаменту. Пунктиром показано приня-

тое в построениях непрерывное распределение геометрических пара-

метров. 

Дискретное распределение выбрано таким образом, чтобы объем 

материала для дискретного набора мало отличался от теоретического 

непрерывного варианта. Отличие коэффициента запаса по устойчиво-

сти дискретного и непрерывного варианта составляет величину поряд-

ка 1%. В крайнем правом столбце показано распределение номеров 

сортамента по высоте.  

На рис. 4в показано оптимальное дискретное распределение сорта-

мента по высоте для случая одной опоры. При это L1=6м (рис.2). Мон-

тажная жесткость опоры подсчитывается по формулам из работы [1] 

с1=2870.62кг/см 

Натяжение вант создает сжимающее усилие, действующее вдоль 

оси мачты 

Р1=9404.75кг 

Рис. 4в наглядно демонстрирует, как оптимальное распределение 

геометрических параметров по высоте «отслеживает» характер изме-

нений формы изгибающего  момента. 

Рис. 4с, d показывают, как меняется ситуация, когда упругая опора 

размещается последовательно в точках х2=14м, х3=24м. В этих случаях 
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L2=14,1м, L3=14,1м. Соответствующие величины монтажных жестко-

стей и осевых сил 

с2=1261кг/см; с3=567кг/см; Р2=14304.7кг; Р3=16464кг; 

Рис. 4е иллюстрирует случай, когда есть опоры в точках х2=14м и 

х3=24м, но отсутствует опора в точке х1=6м. 

 
Рис. 4а 

 
Рис. 4b 

 
Рис. 4c 
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Рис. 4d 

 
Рис. 4e 

На рис.5 приведена замкнутая кривая в координатах объем матери-

ала – коэффициент запаса по устойчивости. При этом цифрами 1, 

2,…,7 на оси объемов обозначены величины объемов, соответствую-

щие исполнению всех секций мачты из труб одного и того же сорта-

мента, соответственно N1, N2,…,N7. Точки нижней кривой АСВ соот-

ветствуют коэффициентам запаса по устойчивости для мачт постоян-

ного по высоте поперечного сечения. Верхняя кривая ADB отвечает 

оптимальным распределениям, максимизирующим коэффициент запа-

са по устойчивости. Расчеты проводились для случая трех опор, точки 

расположения которых и параметры такие же, как и в рассмотренном 

ранее примере. На рис. 6 приведено оптимальное  распределение для 

точки D, рис. 5.  

Вывод. Как отмечено в [3], кривая ADB характеризует также реше-

ния так называемых двойственных задач, а именно задач нахождения 

законов распределения геометрических характеристик по высоте мач-

ты, минимизирующих объем материала при фиксированном коэффи-

циенте запаса по устойчивости; для такой задачи естественно исполь-

зовать обозначение  α→V; в частности решение такой задачи определя-

ет точку D
/
 на рис.5. При этом если отрезок CD характеризует эффект 
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повышения коэффициент запаса по устойчивости относительно точки 

С, то отрезок D
/
C демонстрирует снижение объема материала по отно-

шению к точке С. 

 

 
Рис. 5 

 

 

 
Рис. 6 

 

 

 

Summary  

In connection with active development of mobile communication, there 

was a necessity utility of tower and mast construction for placing of antenna 

equipment. The most claimed construction are guyed masts, that requires 

perfection of methods of their construction and designing. 
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