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Большое количество экспериментальных зависимостей для даль-

нейшей их обработки и анализа требуют записи в аналитическом виде. 

Часто для выполнения этой работы используют метод наименьших 

квадратов (МНК) [1, 2]. Наиболее распространен метод при получении 

аппроксимирующей функции в виде прямой. В этом случае как расчет-

ные формулы, так и предварительный анализ точности получаемых 

коэффициентов достаточно просты. Однако, в этом случае существует 

ряд недостатков. 1. В частности, большинство процессов взаимодей-

ствия элементов рассматриваемых физических процессов не носят ли-

нейный характер. 2. Далее, линеаризация процессов, которые не явля-

ются линейными по своей сути, приводит как к погрешностям вслед-

ствие замены переменных, так и к дополнительным погрешностям, 

связанным с математическими преобразованиями. 3. Линейные зави-

симости между функциями и аргументами очень чувствительны к раз-

личного рода выбросов (как к их количеству, так и их расположению). 

Это связано с тем, что наклон прямой во всем рассматриваемом диапа-

зоне не меняется, что приводит при использовании широкого диапазо-

на изменения аргумента к большим ошибкам при аппроксимации 

функции. Влияние этих факторов может быть значительно уменьшено 

за счет использования полиномов как второго, так и более высоких 

порядков [3 – 5]. 

Большинство физико-химических процессов в строительных мате-

риалах являются нелинейными. В качестве примера можно указать на 

нелинейный характер: влияния добавок на параметры тепловыделения 

и свойства цемента [6]; влияния масштабного фактора на формирова-

ние технологической поврежденности бетона [7]. Естественно приме-

нять при математической обработке результатов измерений характери-

стик нелинейных процессов нелинейный регрессионный анализ. 
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Метод МНК был применен к полиномам второго порядка вида 

cbxaxy  2 . Рассматривалась модельная задача, т.е. в качестве iy  

выступали значения, полученные  при известных à , b , ñ , взятые для 

различных диапазонов изменения ix . При этом формулы для коэффи-

циентов в общем случае имеют:    
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Изучались статистические свойства МНК-оценок для квадратичных 

полиномов. В частности, было исследовано влияние на коэффициенты 

à , b  и ñ : 1. сдвига используемого диапазона независимых перемен-

ных x  относительно экстремума y ; 2. положения выброса; 3. интен-

сивности выброса. При исследовании были сделаны естественные 

предположения о несмещенности и состоятельности МНК-оценок.  

Для проведения численного эксперимента c  использованием среды 

С++Вuilder 6.0 был разработан комплекс, позволяющий отображать 

результаты применения МНК в аналитическом и графическом виде. 

Результаты анализа разбиты по указанным выше пунктам. 

1. Относительное изменение minx  минимального значения диапа-

зона переменных x варьировалось в интервале (–3  0,5), что позволя-

ло, таким образом, проанализировать условие перехода через экстре-

мум параболы. На рис. 1 – 3 приведены полученные зависимости 

)( min,,,, xcbacba    для относительных изменений коэффициентов  à , 

b  и ñ . 

При незначительных относительных изменениях a , b , c можно, 

тем не менее, отметить, что наибольшей устойчивостью к перемеще-

нию minx  обладает коэффициент ñ . В частности, c испытывает за-
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метные ненулевые отклонения только для 60,0min x . Кроме того, 

из графиков следует, что для случая соответствия диапазона по x  

только одной ветви параболы  0min x  точность МНК-оценок для a , 

b  и c  резко ухудшается. 

 
 

 

2. Рассматривалось влияние на МНК-оценки положения одиночного 

выброса относительно фиксированного диапазона по x . Ширина диа-

пазона была нормирована на 1. Положение одиночного выброса внутри 

диапазона задавалось безразмерным параметром XB   10  XB  с 

нулевым значением для экстремума параболы.  Относительная интен-

сивность выброса связывалась с ординатой Y  и принимала фиксиро-

ванные значения 2;8,1;6,1/  YYBI . Результаты численного экспе-

римента приведены на рис. 4 – 6. 

При удалении выброса по ветви параболы от ее экстремума модули 

a , b  и c  возрастают и, соответственно, растет погрешность в 

определении коэффициентов a , b  и c . Увеличение 
I  (от 1,6 до 2) 

при фиксированном значении 
XB  приводит к росту модулей 

a , 
b  и 

c , не меняя при этом общей функциональной зависимости 

  cbaiXBii ,,,   , что является ожидаемым, учитывая единич-

ный характер выброса. 

Рис. 1. Зависимость  minxaa    
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Рис. 2. Зависимость  minxbb    

 

 
 

3. Влияние относительной интенсивности 
I  выброса на значения 

a , 
b  и 

c  рассчитывалось при 6,0;4,0XB . Рассматривались 

выбросы, для которых 2I . Результаты расчетов приведены на рис. 

7 и 8.  
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Увеличение относительной интенсивности выброса с фиксирован-

ным значением 
XB  приводит к линейному росту модулей относи-

тельного изменения всех коэффициентов: a , b  и c . При этом удале-

ние от экстремума параболы (увеличение 
XB ) при неизменном 

I  

также сопровождается ростом модулей 
a , 

b  и 
c , что коррелиру-

ется с зависимостями, представленными на рис. 1 – 6. 

Приведенные результаты указывают на то, что при применении ме-

тода МНК для полиномов второго порядка является существенным 

предварительное определение положения экстремума аппроксимиру-

ющей параболы. Диапазон независимых переменных x  должен со-

держать экстремум параболы для минимизации погрешностей в опре-
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делении коэффициентов a , b  и c . Кроме того, получено, что эффек-

тивное применение МНК-оценок возможно при незначительном уда-

лении одиночных выбросов от экстремума. 

 

Выводы 
 

В статье приведено подробное описание и особенности применения 

МНК-оценок для квадратичных полиномов. Указано, что нелинейный 

регрессионный анализ можно использовать при исследовании свойств 

строительных материалов. 

 

SUMMARY 

The article is devoted to peculiarities of quadratic polynomials usage 

in the method of least squares for observed values analysis. It was 

shown that nonlinear regression can be applied for building materials 

properties investigation. 
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