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Анотація. Пропонується комбінований підхід до розв’язання задач теорії пружності у 

вигляді теорії вісесиметричних просторових тіл. Вихідна задача математично перетворюють-

ся до одновимірної застосуванням узагальненого методу скінченних інтегральних перетво-

рень. Процедура застосування методу формалізована. Редукована задача розв’язується чисе-

льно. Чисельний алгоритм інваріантний по відношенню до ступеня апроксимації. Інтегру-

вання диференціальних рівнянь відбувається з наперед заданою точністю. Алгоритм реалізо-

ваний у вигляді програмного комплексу «Інтеграл». 
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Аннотация. Предлагается комбинированный подход к решению задач теории упруго-

сти в виде теории осесимметричных пространственных тел. Исходная задача математически 

преобразовывается к одномерной применением обобщенного метода конечных интеграль-

ных преобразований. Процедура применения метода формализована. Редуцированная задача 

решается численно. Численный алгоритм инвариантный по отношению к степени аппрокси-

мации. Интегрирование дифференциальных уравнений происходит с заранее заданной точ-

ностью. Алгоритм реализован в виде программного комплекса «Интеграл». 

Ключевые слова: теория осесимметричных пространственных тел, программный ком-

плекс «Интеграл». 
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Abstract. The actual software for the calculation of building constructions is based on univer-

sal numerical methods. The obtained numerical results should be additionally checked for their reli-

ability and accuracy. The experimental verification is not always possible. The numerical verifica-

tion should be carried out by methods which differ in nature from the calculation method. 

The proposed work is devoted to the development of an alternative approach to solving prob-

lems in the theory of elasticity. 

At first the initial problem is mathematically simplified, and then it is solved numerically. 

Simplification is done by expanding the functions and derivatives of the initial problem into a series 
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of orthonormal Legendre polynomials by one or two coordinates. The application of this projection 

transformation is formalized in the form of an operational calculus procedure and is called the gen-

eralized method of finite integral transformations. The reduced problem is solved numerically. This 

algorithm is invariant to the degree of polynomial approximation. 

The numerical algorithm is implemented as a software complex «Integral». This software al-

lows calculating the stress-strain state of three-dimensional axisymmetric bodies in a cylindrical and 

spherical coordinate system with a symmetrical or asymmetrical load. The convergence of numeri-

cal solutions is regulated by the degree of polynomial approximation and is controlled by the ful-

fillment of boundary conditions. 

The theory of axisymmetric three-dimensional bodies can be applied to the calculation of a 

wide class of engineering and construction objects. The effectiveness of the theory is demonstrated 

by solving the problem of strengthening a spherical glass meniscus.  

Keywords: theory of axi-symmetric three-dimensional solids, program complex «Integral». 

 

Вступ. Важливою частиною систем автоматизованого проектування та супроводу в бу-

дівництві є програмні засоби розрахунку будівельних конструкцій та споруд. Сучасні про-

грамні засоби розрахунку в основному базуються на універсальних чисельних методах, та-

ких як метод скінченних елементів та метод скінченних різниць. На цих методах побудовані 

досконалі програмні комплекси [1]. Проте отримувані чисельні розв’язки потребують рете-

льної перевірки їхньої вірогідності та точності. Така перевірка може бути експерименталь-

ною чи чисельною. Експериментальна перевірка не завжди можлива і часто є дорогою. Тому 

чисельна перевірка чисельних розв’язків є чи не основною. 

Чисельну перевірку потрібно проводити методами, відмінними за природою від основ-

ного розрахункового методу. Розвитку альтернативних підходів до розв’язку задач теорії 

пружності присвячена запропонована робота. 

Аналіз досліджень. Одним із основних методів розв’язку задач теорії пружності є ме-

тод гіпотез. За цим методом вихідна задача спочатку спрощується, а потім розв’язується ана-

літично чи чисельно. Використання спрощуючих гіпотез не завжди дозволяє отримувати ба-

жані результати і значно звужує клас розрахункових об’єктів. Запобігти цьому можна, якщо 

для спрощення вихідної задачі використовувати математичні методи. Підходи до розв’язку 

задач теорії пружності, що базуються на математичному спрощенні вихідної задачі з наступ-

ним її чисельним розв’язком називаються комбінованими.  

Мета та завдання. В роботі пропонується теорія просторових вісесиметричних тіл, в 

основу якої покладений комбінований підхід до розв’язку задач теорії пружності [2].  

Об’єкти та методи дослідження. Теорія вісесиметричних тіл складається з математич-

ної моделі, алгоритму та програмного комплексу.  

Математична модель включає аналітичні перетворення просторових рівнянь теорії пруж-

ності в циліндричній та сферичній системах координат. Для цього використовується узагальне-

ний метод скінченних інтегральних перетворень [3]. За змістом цей метод є проекційним. Вихі-

дна задача теорії пружності по одній чи по двох координатах розкладається в ряд ортонормова-

них поліномів Лежандра. За формою процедура розкладу співпадає з відповідною процедурою 

операційного обчислення. Побудована таблиця проекційних співвідношень. Для отримання 

редукованих рівнянь елементи вихідних рівнянь замінюються їхніми проекційними аналогами. 

Редуковані рівняння представляють систему диференціальних рівнянь в звичайних похідних. 

Спрощена таким чином до одновимірної задача теорії пружності в подальшому 

розв’язується чисельно. Для її розв’язку можуть бути застосовані ефективні чисельні методи. 

В запропонованій роботі алгоритм чисельної реалізації редукованої задачі побудований на 

методі дискретної ортогоналізації С.К.Годунова. Інтегрування систем диференціальних рів-

нянь в звичайних похідних відбувається за методом Рунге-Кутти четвертого порядку точності. 

Важливими властивостями алгоритму є його інваріантність по відношенню до ступеня полі-

номіальної апроксимації. Точність чисельного інтегрування контролюється автоматично. Точ-

ність чисельних розв’язків та їхня відповідність визначається за збіжністю граничних умов. 
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Чисельний алгоритм реалізований у вигляді програмного комплексу «Інтеграл». В про-

грамному комплексі відображені всі позитивні характеристики алгоритму. Він дозволяє роз-

раховувати напружено-деформований чи термопружний стан вісесиметричних просторових 

тіл та вісесиметричних тіл з несиметричним навантаженням. В програмному комплексі реа-

лізована можливість розраховувати об’єкти, що складаються з декількох вісесиметричних 

частин, описаних в різних системах координат. 

Результати досліджень. Продемонструємо можливості теорії вісесиметричних просто-

рових тіл на розв’язку задачі про зміцнення меніска. 

Визначимо напружено-деформований стан вісесиметричного сферичного тіла – меніс-

ка, розрахункова схема якого зображена на рис. 1. 

Бокові поверхні меніска визначаються рівняннями )(shr   та )(shr  . Навантажен-

ням є зосереджена одинична сила, що прикладена в зеніті меніска вздовж вісі симетрії. По тор-

цевій поверхні і по частині бокової )(sh  меніск контактує з іншими конструктивними елемен-

тами. Умови контакту по торцевій поверхні моделюємо як ковзне обпирання (нерухоме в на-

прямку вісі s), по боковій поверхні – за допомогою пружних стрижнів скінченної жорсткості 


2,1, , rr kk  (в напрямку вісі r). 

 
Рис. 1. Розрахункова схема однорідного меніска 

 

Будемо розраховувати лише симетричну половину меніска, моделюючи дію відкинутої 

частини введенням по вісі симетрії ковзного затиснення, рухомого в напрямку вісі r. 

Параметри чисельного процесу виберемо наступними: степінь поліноміальної апрокси-

мації N=6, похибки інтегрування ‒ абсолютна 10
-7

 та відносна 10
-4

. Фізико-механічні характе-

ристики скла – модуль пружності в поздовжньому напрямку ‒ МПаE 41038,8  , коефіцієнт 

поперечної пружності ‒ 23,0 . 

Для меніска був отриманий вектор переміщень та тензор напружень. Граничні умови на 

бокових поверхнях задовольняються з похибкою %3 . Небезпечними для скляного або ке-

рамічного меніска є додатні напруження s . Напруження s  можуть призводити до утворен-

ня тріщин та руйнування самого меніска. Найбільших значень, при заданому навантаженні, а 

також і в реальних умовах експлуатації, як показують експериментальні дослідження [4], s  

набувають у зеніті меніска на поверхні )(sh  (до 0,9 МПа).  
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Як видно з рис. 2 область додатних напружень на боковій поверхні )(sh  обмежується 

значеннями координати м 105,97s 2  на боковій поверхні )(sh  ‒ м 105,03м 1093,3 22   s . 

Для підвищення міцності меніска – зміцнення в роботі [5] запропоновано поверхню мені-

ска в області м 02521,0s  обробити за електронно-променевою технологією. Вплив такої об-

робки на матеріал приповерхневого дефектного шару меніска полягає у структуруванні матері-

алу цього шару та утворенні стискуючих напружень sq . Структурований матеріал шару має 

поліпшені фізико-механічні характеристики, його модуль поздовжньої пружності значно зрос-

тає. Роботу цього шару моделюємо введенням арматурного шару. Утворені попередні напру-

ження моделюються поверхневим рівномірно-розподіленим тангенціальним навантаженням. 

 
Рис. 2. Ізолінії напруження s  для однорідного меніска 

 

Рис. 3. Розрахункова схема зміцненого меніска 

 

Отже, зміцнений сферичний меніск розглядаємо як товсте дискретно-неоднорідне попе-

редньо-напружене вісесиметричне сферичне тіло з вісесиметричним навантаженням. Розрахун-

кова схема такого меніска зображена на рис. 3. Меніск знаходиться під дією зовнішнього радіа-

льного рівномірно розподіленого навантаження МПа10rq , еквівалентного 1°кН, та тангенці-

ального навантаження МПа1 qs  . Арматурний шар має площу м.п.м0005,0 2aF  Модуль 

поздовжньої пружності матеріалу меніска МПа106 40 E , арматурного шару ‒ 05EEa  . 
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Коефіцієнт поперечної пружності арматурного шару і всього матеріалу меніска 23,0ν . Ре-

зультати отримано при таких параметрах чисельного процесу: степінь поліноміальної апрокси-

мації ‒ 6N , абсолютна точність інтегрування ‒ 10
-7

, відносна точність інтегрування – 10
-3

. 

Похибка збіжності граничних умов не перевищила 4-6%. 

Для меніска отриманий вектор переміщень та тензор напружень. Порівняння отрима-

них результатів з відповідними для звичайного меніска (рис. 4) вказує на значні зміни, що 

відбулися з напруженням s , особливо в зоні попереднього напруження. Інтенсивність на-

пруження розтягу s  в цій зоні значно зменшилася. Для звичайного меніска вона становила 

МПаs 6 , а для обробленого меніска ‒ 0s . 

 
Рис. 4. Ізолінії напруження s  для зміцненого меніска 

 

Якщо вважати, що міцність сферичного меніска із скла визначається величиною на-

пружень розтягу s , то введення стискуючих напружень в областях розтягу призводить до 

значного зміцнення сферичного меніска. 

Висновки. Запропонована теорія вісесиметричних просторових тіл дозволяє для визна-

ченого класу задач отримувати чисельні розв’язки для якісного та кількісного аналізу на-

пружено-деформованого стану. Процедура застосування теорії формалізована, а сервіс про-

грамного комплексу «Інтеграл» не вимагає специфічних інженерних знань. 
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