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ОБЗОР МЕТОДОВ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ ЗАДАЧ 
УПРАВЛЕНИЯ СЛОЖНЫМИ ДИНАМИЧЕСКИМИ ОБЪЕКТАМИ 

 
 

В работе проанализированы методы многокритериальной оптимизации задач управ-
ления сложными динамическими объектами. 

 
Выбор допустимых отклонений зависит от физических особенностей решаемой задачи, а 

также индивидуальных предпочтений ЛПР. 
Область Х доопустимых решений состоит из двух непересекающихся частей: области со-

гласия Хс  и области компромиссов Хк  (область Парето, множество эффективных точек, мно-
жество неулучшаемых решений) [1,2] 

В области согласия качество решения возможно улучшить одновременно по всем крите-
риям. В области компромиссов за улучшение качества решения по одним критериям обяза-
тельно приходится расплачиваться ухудшением по другим (хотя бы по одному из них). 
Вполне понятно, что искомое решение задачи может принадлежать только области компро-
миссов Хк описывается соотношением 

 
( ) ( ) [ ]{ }skxyxyXxXxxX kk

k ,1,:;| ∈≤′∈∀∈′′=  ,                     
 
при этом хотя бы одно из указанных неравенств является строгим. Принадлежность реше-

ния к области компромиссов называют оптимальностью по Парето. 
Для определения области Парето при некоторых условиях выпуклости допустимого мно-

жества критерий обычно используют лемму Кармена [3,4], позволяющий получить выраже-
ние области компромиссов в виде решения задачи параметрического программирования 
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где { }s

kk 1== αα  - формальный векторный параметр, определенный на множестве  
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Отметим, что любое сужение области эффективности решений, а тем более выбор единст-

венного из них, принципиально требует привлечения дополнительной субъективной инфор-
мации от ЛПР. Объясняется это тем, что эффективные точки не могут сравниваться фор-
мально. И в дополнительной информации фактически должен быть ответ на вопрос - сколь-
кими единицами выигрыша по одному критерию (по мнению ЛПР) можно компенсировать 
неизбежный проигрыш (в единицах) по другому (или другим) в конкретной ситуации. И 
только с учетом этой дополнительной информации формулируется конкретная схема ком-
промиссов для данной многокритериальной задачи и в итоге находится искомое решение. 

Таким образом, нахождение решения многокритериальной задачи по своей природе все-
гда компромиссно и принципиально основано на использовании субъективной информации. 
И только получив эту информацию и выбрав схему компромиссов, можно переходить от об-
щего векторного выражения к скалярной свертке частных критериев. При использовании 
скалярной свертки математическая модель решения задачи векторной оптимизации может 
быть представлена в таком виде 

 
( )[ ]xyYx

Xx∈
= minarg* , 

 
где ( )[ ]xyY  - скалярная функция, имеющая смысл скалярной свертки вектора частных крите-
риев, вид которой зависит от выбранной схемы компромиссов. 

Рассмотрим стохастическую многокритериальную задачу управления. 
Любая информация о действительных характеристиках внешних воздействий должна 

быть использована для улучшения динамических свойств системы управления. Между двумя 
рассмотренными информационными полюсами (полного знания и полной неопределенности) 
находится вероятностный уровень неопределенности. 

Пусть одна из компонент вектора внешних условий r (например, та, которая характеризу-
ется параметром β ) изменяется случайным образом 

 
( ) rXrr ∈= β , 

 
причем задана плотность распределения вероятности изменения этого параметра ( )βF . 

Известен также диапазон его возможного изменения [ ]maxmin ,βββ =X . 

В таком случае закон управления ( )xuu *=  при решении вариационной многокритериаль-
ной задачи (например, методом неопределенных коэффициентов) для заданных условий и 
статистических характеристик внешних воздействий определяется по такой схеме [5]. 

Пусть за достаточно длительное время maxT  система управления осуществляет некоторое 

множество отработок в режимах, отличающихся друг от друга значениями параметра β . Для 
одной такой отработки припишем величине ββ X∈  некоторое произвольное, но фиксиро-

ванное значение, что даст возможность решить задачу многокритериальной оптимизации. 
Поскольку теперь вектор ( )βr  может рассматриваться как детерминированный, то будет ми-
нимизировать критериальную функцию 
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с неизвестными постоянными коэффициентами { }s

kk 1== γγ . В результате получим выражение 

 
( )βγ ,,txx = ,   ( )βγ ,,tuu = ; (1) 

  
( ) [ ]skII kk ,1,, ∈= βγ .  (2) 

 
Для использования информации о статистическом описании внешних воздействий диапа-

зон βX  делится на m интервалов шириной ( )minmax

1 ββε −=
m

 , где m - некоторое достаточно 

большое число. Тогда вероятность появления параметра β  в ε -окрестности конкретного 

значения )( jβ  равна 
 

( ) [ ]mjFP jj ,1,)()( ∈=∆ βε . 
 
Для каждой отработки может быть получена оценка по нелинейной схеме компромиссов 
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Количество ситуаций за время maxT  в интервале ε и, следовательно, количество отработок, 

соответствующих ε -окрестности параметра )( jβ , пропорционально вероятности )( jP∆  и мо-
жет быть представлено как  

 
[ ]mjPbK jj ,1,)()( ∈∆=  ,  

 
где b - коэффициент пропорциональности. 

За время maxT  суммарная по всем отработкам оценка по нелинейной схеме компромиссов 

выражается как 
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Коэффициент *γ  определяется посредством модели  
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которая трансформируется в систему уравнений 
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(здесь учтено дополнительное условие 11 =γ , накладываемое на коэффициенты для ис-

ключения тривиальных решений). 
 
Переходя от выборки к генеральной совокупности, устремляем величины Tmax и m к бес-

конечности - осуществляем предельный переход и вместо суммы получаем определенный 
интеграл 
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Решение системы уравнений (4) дает искомое значение компонент вектора *γ . Подстав-

ляя их в выражение для экстремалей и исключая параметры t и β , находим искомый закон 

управления ( )xuu *= . 
Многокритериальная система управления, настроенная по методике, учитывающей стати-

стический разброс, является оптимальной именно в статистическом смысле - ее работу нель-
зя оценивать только по одному, например, номинальному режиму. Такая настройка эффек-
тивна, когда работа системы управления оценивается по всей совокупности возможных ре-
жимов с учетом статистических характеристик внешних воздействий. 

Выводы. Разработанные в настоящее время методы оптимизации процессов (принцип 
максимума Понтрягина, метод динамического программирования Беллмана, методы вариа-
ционного исчисления) позволяют находить управление, оптимальное по одному критерию. 
Другие показатели учитываются только введением некоторых дополнительных ограничений, 
штрафных функций или составлением обобщенного критерия из частных критериев. 

Подход к задаче оптимизации процесса с учетом нескольких критериев существенно зави-
сит от возможности оценки степени неравноценности различных частных критериев и спо-
собов задания этой неравноценности. 

Обоснован выбор применения вариационного исчисления (задачи Лагранжа) для решения 
поставленной в диссертационной работе оптимизационной задачи. По сравнению с широко-
применяемыми методами максимума Понтрягина и динамического программирования Белл-
мана выбранный метод позволяет наиболее просто учесть ограничения, накладываемые на 
оптимальное управление. 
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