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Àðñiðié À. Â. Ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ áàãà-

òîçíà÷íîþ òðà¹êòîði¹þ ç òåðìiíàëüíèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi. Ó äàíié ñòàòòi ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ áàãàòîçíà÷íîþ òðàåêòîði¹þ ç òåðìiíàëüíèì

êðèòåði¹ì ÿêîñòi. Ïðîïîíó¹òüñÿ ÷èñåëüíî-àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ, ùî áàçó-

¹òüñÿ íà çâåäåííi äàíî¨ çàäà÷i äî çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çàäà÷i êåðóâàííÿ, áàãàòîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ, äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-

íÿííÿ ç ïîõiäíîþ Õóêóõàðè, êóñêîâî-ñòàëi êåðîâàíi ñèñòåìè.

Àðñèðèé À. Â. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìíîãî-

çíà÷íîé òðàåêòîðèåé ñ òåðìèíàëüíûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà. Â äàííîé ñòàòüå

ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîé òðàåêòîðèåé c òåðìè-

íàëüíûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà. Ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííî-àññèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ðåøå-

íèÿ, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè äàííîé çàäà÷è ê çàäà÷å ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Õóêóõàðû, êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû.

Arsirii A. V. Method of solving the optimal control problem of the setval-

ued trajectory with terminal criteria of quality. In the given article we consider

the optimal control problem of the setvalued trajectory with the terminal criteria of quality.

The approximated (numerical) method of control problem decision is offered. This method

is based on leading the initial control problem to the mathematical programming problem.

Key words: control problem, set-valued map, differential equation with the Hukuhara

derivative, piecewise constant control systems.

Ââåäåíèå.

Ñ êîíöà 60-õ ãîäîâ 20 âåêà íà÷àëîñü áóðíîå ðàçâèòèå òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé è â [10] M. Hukuhara ââåë ïðîèçâîäíóþ è èíòåãðàë îò ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé è èññëåäîâàë èõ ñâÿçü ìåæäó ñîáîé. Âïîñëåäñòâèè, â ðàáîòå F.
S. de Blasi è F. Iervolino [7] áûëè ðàññìîòðåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ
ïðîèçâîäíîé Õóêóõàðû, ââåäåíû ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé è äîêàçàíû
òåîðåìû èõ ñóùåñòâîâàíèÿ [8, 9], à M. Kisielewicz [13] è À. Â. Ïëîòíèêîâ [5]
ðàññìîòðåëè âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðûõ ñõåì óñðåäíåíèÿ äëÿ íèõ.

Óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Õóêóõàðû áûëè èñïîëüçîâàíû À. À. Òîëñòîíîãî-
âûì [6] ïðè èçó÷åíèè íåêîòîðûõ ñâîéñòâ �èíòåãðàëüíîé âîðîíêè� äèôôåðåíöè-
àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â Áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, à O. Kaleva [11, 12] èñïîëüçîâàë
èõ ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé ñ íå÷åòêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

c© À. Â. Àðñèðèé, 2013
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Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé, ñîñòîÿíèå êî-
òîðîé îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïðîèçâîäíîé Õóêóõàðû.
Â ñòàòüÿõ [1, 14] îáîñíîâûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü çàìåíû èñõîäíîãî äîïóñòèìîãî
óïðàâëåíèÿ íà ïðèáëèæåííîå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå. Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ
àëãîðèòì ÷èñëåííî-àññèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
äëÿ ñëó÷àÿ R2, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ê çàäà÷å ìíîãîìåðíîé
îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü Rn � n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ x =

= (x1, ..., xn)T ñ íîðìîé ‖x‖ =

√
n∑
i=1

x2
i .

Ïóñòü Conv(Rn) ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ è âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ
åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà

h(A,B) = min{r ≥ 0|A ⊂ Sr(B), B ⊂ Sr(A)},

ãäå A,B ∈ Conv(Rn), Sr(a) � øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå 1. [4] Ïóñòü A,B ∈ Conv(Rn). Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæå-
ñòâî C ∈ Conv(Rn) òàêîå, ÷òî A = B +C, òî C íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ Õóêó-
õàðû ìíîæåñòâ A è B è îáîçíà÷àåòñÿ AhB.

Îïðåäåëåíèå 2. [4] Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F (·) : R1 → Conv(Rn)
äèôôåðåíöèðóåìî ïî Õóêóõàðå â òî÷êå t ∈ R1, åñëè ñóùåñòâóåò DhF (t) ∈
∈ Conv(Rn) òàêîå, ÷òî ïðåäåëû

lim
∆t→0+

1

∆t
(F (t+ ∆t)

h
F (t)), lim

∆t→0+

1

∆t
(F (t)

h
F (t−∆t))

ñóùåñòâóþò è ðàâíû DhF (t).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîäíîé Õóêó-
õàðû âèäà:

DhX(t, u) = A(t)X(t, u) + F (t, u), X(0, u) = X0, (1)

ãäå t ∈ [0, T ]; u(t) ∈ Rn � óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå; X(·, u) : [0, T ]×Rn →
→ Conv(Rn) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû;
DhX(t, u) � ïðîèçâîäíàÿ Õóêóõàðû; A(t) � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè aij(t) ïîðÿäêà
(n× n); F (·, u) : [0, T ]×Rn → Conv(Rn) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Ââåäåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé êà÷åñòâà

I(u) = Φ(X(T, u)), (2)

ãäå Φ(·) : Conv(Rn)→ R1.

Îïðåäåëåíèå 3. [3] Ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî u(t) ∈
∈ U äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé
è îáîçíà÷àòü LU [0, T ] (èëè LU).
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Äàëåå â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ïðîèçâîëüíûå ïðÿìîóãîëüíûå îáëàñòè LU =
n∏
j=1

[ujmin, u
j
max].

Åñëè ïðîâåñòè çàìåíó èñõîäíîãî èçìåðèìîãî óïðàâëåíèÿ u(t) â çàäà÷å óïðàâ-
ëåíèÿ (1), (2) êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé, òî ðåøåíèå çàäà÷è ñòàíåò íàìíî-
ãî áîëåå ïðîñòûì. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 1. [2, 14] Ïóñòü u(t) = (u1(t), u2(t), ..., un(t)) � èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ íà îòðåçêå [0, T ] òàêàÿ, ÷òî uj(t) ∈ [ujmin, u

j
max], j = 1, n äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].

Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, T ] íà k ÷àñòåé [(i− 1)∆, i∆], i = 1, k, ∆ = T
k . Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ u(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì:

1) u(t) � ïîñòîÿííàÿ íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [(i− 1)∆, i∆], i = 1, k;
2) ui(t) = {(u1

i (t), ..., u
n
i (t))T : uji (t) ∈ {u

j
min, u

j
max}, i = 1, k, j = 1, n} äëÿ âñåõ

t ∈ [0, T ];
3) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∥

t∫
0

u(s)ds−
t∫

0

u(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1

2
‖umax − umin‖∆. (3)

ãäå umin = (u1
min, ..., u

n
min), umax = (u1

max, ..., u
n
max).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçàíà áëèçîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èñõîäíîìó èçìåðèìîìó óïðàâëåíèþ è ïîñòðîåííîìó êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó.

Òåîðåìà 2. [14] Ïóñòü óðàâíåíèå (1) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) ìàòðèöà A(t) � èçìåðèìà íà [0, T ];

2) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà a > 0 òàêàÿ, ÷òî ‖A(t)‖ =

√
n∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij(t) ≤ a äëÿ

ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ];
3) ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F (t, u) èçìåðèìî ïî t è íåïðåðûâíî ïî u;
4) ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f(t) > 0 òàêàÿ, ÷òî h(F (t, u), {0}) ≤ f(t)
äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] è ∀u ∈ LU ;
5) äëÿ âñåõ u1(·), u2(·) ∈ LU è t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà µ òàêàÿ, ÷òî

h

 t∫
0

F (s, u1(s))ds,

t∫
0

F (s, u2(s))ds

 ≤ µ
∥∥∥∥∥∥

t∫
0

u1(s)ds−
t∫

0

u2(s)ds

∥∥∥∥∥∥ .
Òàêæå ïóñòü u(·) � ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, à X(t, u) � ñîîò-
âåòñòâóþùåå åìó ìíîãîçíà÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
X(0, u) = X0. Ðàçîáúåì îòðåçîê [0, T ] íà k ÷àñòåé è ñêîíñòðóèðóåì óïðàâëåíèå
u(·), ñîãëàñíî òåîðåìå 1, è ïóñòü X(t, u) � ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîçíà÷íîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X(0, u) = X0. Òîãäà äëÿ âñåõ
t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h(X(t, u), X(t, u)) ≤ C1
∆

2
‖umax − umin‖, (4)
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ãäå C1 = µeaT , ∆ = T
k , umax = (u1

max, ..., u
n
max), umin = (u1

min, ..., u
n
min).

Òàêæå äîêàçàíà áëèçîñòü çíà÷åíèé êðèòåðèåâ êà÷åñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñ-
õîäíîìó èçìåðèìîìó óïðàâëåíèþ è ïîñòðîåííîìó êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó.

Òåîðåìà 3. [1] Ïóñòü çàäà÷à (1), (2) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) ìàòðèöà A(t) � èçìåðèìà íà [0, T ];

2) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà a > 0 òàêàÿ, ÷òî ‖A(t)‖ =

√
n∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij(t) ≤ a äëÿ

ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ];
3) ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F (t, u) èçìåðèìî ïî t è íåïðåðûâíî ïî u;
4) ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f(t) > 0 òàêàÿ, ÷òî h(F (t, u), {0}) ≤ f(t)
äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] è ∀u ∈ LU ;
5) äëÿ âñåõ u1(·), u2(·) ∈ LU è t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà µ òàêàÿ, ÷òî

h

 t∫
0

F (s, u1(s))ds,

t∫
0

F (s, u2(s))ds

 ≤ µ
∥∥∥∥∥∥

t∫
0

u1(s)ds−
t∫

0

u2(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ;

6) îòîáðàæåíèå Φ(·) íåïðåðûâíî íà Conv(Rn) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ñ ïîñòîÿííîé λ.

u(t) � ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íà ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè [0, T ]. Ðàçîáúåì îòðåçîê [0, T ] íà k ÷àñòåé è ñêîíñòðóèðóåì
óïðàâëåíèå u(t), ñîãëàñíî òåîðåìå 1. Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

|I(u)− I(u)| ≤ C2
∆

2
‖umax − umin‖, (5)

ãäå C2 = λµeaT , ∆ = T
k , umax = (u1

max, ..., u
n
max), umin = (u1

min, ..., u
n
min).

Ïðèâåäåì àëãîðèòì ìåòîäà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ (1), (2) äëÿ R2. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ìàòðèöó A è îòêëîíåíèå F
ïîñòîÿííûìè.

Çàäàäèì ε > 0. Íàéäåì ∆ èç âûðàæåíèÿ:

0 ≤ ∆ ≤ ε

λµeaT ‖umax − umin‖
.

Ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè íà k = T
∆ ÷àñòåé:

t0 = 0, tk = T, ti = t0 + i∆, i = 1, ..., k. (6)

Ïóñòü u∗(·) � îïòèìàëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå. Åñëè ïîñòðîèòü ïðèáëè-
æåííîå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå uk(·) ñîãëàñíî òåîðåìå 1, òî

|I(u∗)− I(uk)| ≤ λµeaT ∆

2
‖umax − umin‖ <

ε

2
.

Íî ìû íå çíàåì óïðàâëåíèå u∗(·) è ïîýòîìó íå ìîæåì ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå
uk(·). Çíà÷èò íàéäåì îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå uk∗(·) ïî äàííîìó ðàçáèåíèþ ∆.
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Î÷åâèäíî, ÷òî I(uk∗) ≥ I(uk). (Òàê êàê ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè îñòà-
åòñÿ íåèçìåííûì.)

Ñëåäîâàòåëüíî, I(u∗) ≥ I(uk∗) ≥ I(uk), ò.å.

|I(u∗)− I(uk∗)| ≤ λµeaT
∆

2
‖umax − umin‖ <

ε

2
.

Òàê êàê íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ [ti−1, ti] óïðàâëåíèå ïîñòîÿííî, òî

uk(t) =


w1, t ∈ [t0, t1]
w2, t ∈ [t1, t2]
. . .
wk, t ∈ [tk−1, tk]

, wi ∈ U. (7)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè u(t) = uk(t).

X(t, uk) = X0 +

t∫
0

[
AX(s, uk) + F (s, uk(s))

]
ds.

Âîñïîëüçóåìñÿ âîçìîæíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè �ëîìàíûìè Ýéëåðà�

X(ti, w1, ..., wi) = X(ti−1, w1, ..., wi−1) + ∆[AX(ti−1, w1, ..., wi−1) + F (ti−1, wi)],

X(t0, u
k) = X0.

Ïðèìåíèì àïïàðàò îïîðíûõ ôóíêöèé

C(X(ti, w1, .., wi), ψ) = C(X(ti−1, w1, ..., wi−1), ψ)+

+∆[C(X(ti−1, w1, ..., wi−1), ATψ) + C(F (ti−1, wi), ψ)]. (8)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè
�ëîìàííûìè Ýéëåðà� äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Õóêóõàðû.
Çíà÷åíèå C(X(ti−1, w1, ..., wi−1), ATψ) áóäåì èñêàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C(X(ti−1, w1, ..., wi−1), ATψ) =

= C(X(ti−1, w1, ..., wi−1),
ATψ

‖ATψ‖
)
∥∥ATψ∥∥ . (9)

Âåêòîð ψ ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó íàéäåííîå çíà÷åíèå C(X(ti−1, w1, ..., wi−1), ATψ)
ñëåäóåò ñóììèðîâàòü ñî çíà÷åíèÿìè C(X(ti−1, w1, ..., wi−1), ψ) è C(F (ti−1, wi), ψ),
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò òàêîå æå çíà÷åíèå ψ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøàòü óðàâíåíèå (1) â ÿâíîì âèäå äîâîëüíî òðóäíî, ò.ê.
ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, íî ýòî îêàçûâàåòñÿ âïîëíå âû-
ïîëíèìûì, åñëè èìåòü äåëî íå ñ ñàìèì ìíîæåñòâîì, à ñ åãî îïîðíîé ôóíêöèåé.

Ðàçîáüåì ñåãìåíò [0, 2π] íàm ÷àñòåé è ïîëó÷èìm çíà÷åíèé óãëà γ. Î÷åâèäíî,
÷òî òî÷íîñòü íàéäåííîãî óïðàâëåíèÿ çàâèñèò îò m. Òî åñòü ìû áóäåì â äâà ðàçà
óâåëè÷èâàòü ÷èñëî òî÷åê ðàçáèåíèÿ m, ïîêà íå äîñòèãíåì íóæíîé íàì òî÷íîñòè
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Âåêòîð ψ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψ =

(
ψ1

ψ2

)
ψ1 = cos γ,
ψ2 = sin γ.

(10)
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Çàòàáóëèðóåì äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ óãëà γ çíà÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè íà-
÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X0, ò.å. C(X0, ψ), à òàêæå çíà÷åíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè ìíî-
æåñòâà F , ò.å. C(F,ψ). Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ti ìû ïîëó÷àåì m çíà÷åíèé
îïîðíîé ôóíêöèè è m çíà÷åíèé îïîðíîãî âåêòîðà ψ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò m
òî÷åê íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà X(ti, w1, ..., wi). Îäíàêî ñàìè òî÷êè ìû ïîëó÷èòü
íå ñìîæåì, ò.ê. îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò öåëóþ îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü è
íåèçâåñòíî, êàêàÿ èìåííî òî÷êà ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãðàíèöû
ìíîæåñòâà X(ti, w1, ..., wi). Íî ìû ñìîæåì ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèå ìíîæåñòâà
X(ti, w1, ..., wi) â âèäå îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé, îïðåäåëÿåìûìè îïîðíûìè ôóíêöèÿìè è
îïîðíûìè âåêòîðàìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êàæäîé j-é âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà
äëÿ ìíîæåñòâà, îáðàçóåìîãî îòîáðàæåíèåì X(ti, w1, ..., wi) â êîíêðåòíûé ìîìåíò
âðåìåíè, áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé{

x1
1ψ

j
1 + x2

1ψ
j
2 = C(X(ti), ψ

j),

x1
1ψ

j+1
1 + x2

1ψ
j+1
2 = C(X(ti), ψ

j+1).
(11)

Ïîñëå ïåðâîãî øàãà ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé îïîðíîé ôóíêöèè
C(X(t1, w1), ψ) è òî÷åê ãðàíèöû ìíîæåñòâà X(t1, w1), çàâèñÿùèå îò w1,

C(X(t1, w1), ψ) :


C(X(t1, w1), ψ1)
C(X(t1, w1), ψ2)
. . .
C(X(t1, w1), ψm)

 ,

X(t1, w1) :


X1

(1)(t1, w1), X2
(1)(t1, w1) . . . Xn

(1)(t1, w1)

X1
(2)(t1, w1), X2

(2)(t1, w1) . . . Xn
(2)(t1, w1)

. . .
X1

(m)(t1, w1), X2
(m)(t1, w1) . . . Xn

(m)(t1, w1)

 .

Ïîñëå âòîðîãî øàãà � çàâèñÿùèå îò w1 è w2

C(X(t2, w1, w2), ψ) :


C(X(t2, w1, w2), ψ1)
C(X(t2, w1, w2), ψ2)
. . .
C(X(t2, w1, w2), ψm)

 ,

X(t2, w1, w2) :


X1

(1)(t2, w1, w2), X2
(1)(t2, w1, w2) . . . Xn

(1)(t2, w1, w2)

X1
(2)(t2, w1, w2), X2

(2)(t2, w1, w2) . . . Xn
(2)(t2, w1, w2)

. . .
X1

(m)(t2, w1, w2), X2
(m)(t2, w1, w2) . . . Xn

(m)(t2, w1, w2)


è ò.ä.

È, íàêîíåö, ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ C(X(T,w1, . . . , wk), ψ) è äëÿ
X(T,w1, . . . , wk), çàâèñÿùèå ñîîòâåòñòâåííî îò w1, . . . wk:

C(X(T,w1, . . . , wk), ψ) :


C(X(T,w1, . . . , wk), ψ1)
C(X(T,w1, . . . , wk), ψ2)
. . .
C(X(T,w1, . . . , wk), ψm)

 ,
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X(T,w1, . . . , wk) :


X1

(1)(T,w1, . . . , wk), . . . Xn
(1)(T,w1, . . . , wk)

X1
(2)(T,w1, . . . , wk), . . . Xn

(2)(T,w1, . . . , wk)

. . .
X1

(m)(T,w1, . . . , wk), . . . Xn
(m)(T,w1, . . . , wk)

 .

È òåïåðü, ÷òîáû íàéòè óïðàâëåíèå, îïòèìàëüíîå äëÿ äàííîãîm (îïòèìàëüíîå
áóäåì ïîíèìàòü êàê ìàêñèìèííîå èëè êàê ìàêñèìàêñíîå), êîòîðîå áóäåò ãàðàí-
òèðîâàòü íàì ìàêñèìóì êðèòåðèÿ êà÷åñòâà, íàì ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷ó ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

I(w1, w2, . . . , wk) = Φ(X(T,w1, w2, . . . , wk))→ max, (12)

W : {w1, . . . , wk|w1 ∈ U, ..., wk ∈ U}. (13)

Ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ ðåøèòü m çàäà÷ óñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèé k × n
ïåðåìåííûõ (òàê êàê ñàìè âåêòîðû w1, w2 . . . , wk ðàçìåðíîñòè n) íà çàìêíóòîì
ìíîæåñòâå W :

Φ(X(1)(T,w1, w2, . . . , wk))→ max,
w1 ∈ U, w2 ∈ U, . . . wk ∈ U ;

Φ(X(2)(T,w1, w2, . . . , wk))→ max,
w1 ∈ U, w2 ∈ U, . . . wk ∈ U ;

. . . . . . . . .

Φ(X(m)(T,w1, w2, . . . , wk))→ max,
w1 ∈ U, w2 ∈ U, . . . wk ∈ U.

Ïîñëå ÷åãî ìû ïîëó÷èì m çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè è m çíà÷åíèé óïðàâ-
ëåíèÿ (w1, w2, . . . , wk).

Òåïåðü ìû íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé öåëå-
âûõ ôóíêöèé, è óïðàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ
öåëåâîé ôóíêöèè, è áóäåò èñêîìûì îïòèìàëüíûì äëÿ äàííîãî m óïðàâëåíèåì
u∗.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íàéäåíî ñ òî÷íîñòüþ ε è ïðå-
êðàùàåì ñ÷åò, åñëè

|I(uk∗m)− I(uk∗2m)| < ε

2
, (14)

ãäå k � ðàçáèåíèå ïðîìóæåòêà âðåìåíè, îíî íå ìåíÿåòñÿ, à m è 2m � ðàçáèåíèå
ñåãìåíòà [0, 2π] íà ïîñëåäíåé è ïðåäïîñëåäíåé èòåðàöèè àëãîðèòìà.

Òåïåðü, òàê êàê äëÿ íàõîæäåíèÿ X(m)(T,w1, w2, . . . , wk) ìû èñïîëüçîâàëè ìå-
òîä �ëîìàíûõ Ýéëåðà� (8), ìû ïðîâåðèì âîçìîæíîñòü óòî÷íèòü çíà÷åíèå êðè-
òåðèÿ êà÷åñòâà. Ïîýòîìó ïðè ïîëó÷åííîì óïðàâëåíèè uk∗2m ðàçäåëèì îòðåçîê
[0, T ] íà 2k ÷àñòåé è íàéäåì X2k(T, uk∗2m), à çàòåì Φ(X2k(T, uk∗2m)). Òåïåðü, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Φ(X2k(T, uk∗2m))− I(uk∗2m)| > ε

2
, (15)

òî ðàçäåëèì îòðåçîê [0, T ] óæå íà 4k, íàéäåì X4k(T, uk∗2m) è ò.ä., à èíà÷å ïðåêðà-
ùàåì ñ÷åò è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðèòåðèé êà÷åñòâà ðàâåí ïîñëåäíåìó íàéäåííîìó
çíà÷åíèþ.



14 À. Â. Àðñèðèé

Íàêîíåö ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Õóêóõàðû, ïîäñòàâèâ â íàéäåííûå âûøå
âûðàæåíèÿ äëÿ X(ti), çàâèñÿùèå îò w1, . . . , wi, ïîëó÷åííûå îïòèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ óïðàâëåíèÿ.

Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííîãî âûøå, ìû ìîæåì ïðèâåñòè ôîðìàëèçîâàííóþ çàïèñü
àëãîðèòìà. Èòàê, àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåñ-
ñîì, îïèñûâàåìûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïðîèçâîäíîé Õóêóõàðû (1),
(2):

ØÀÃ 1. Çàäàåì ε > 0 è íàõîäèì ∆ > 0. Ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè ñ ïîìîùüþ (6) íà k ÷àñòåé. Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíîå äëÿ äàííîãî
∆ > 0 óïðàâëåíèå u∗.

ØÀÃ 2. Îáîçíà÷àåì ÷åðåç wi óïðàâëåíèå íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè
[ti−1, ti] ïî ôîðìóëå (7).

ØÀÃ 3. Ðåøàåì ïðèáëèæåííî çàäà÷ó Êîøè (1) ïðè ïîìîùè ðàñ÷åòíîé ôîð-
ìóëû (8), èñïîëüçóÿ àïïàðàò îïîðíûõ ôóíêöèé äëÿm çíà÷åíèé îïîðíîãî âåêòîðà
ψ, è ïî ôîðìóëå (11) âîññòàíàâëèâàåì m çíà÷åíèé òî÷åê ãðàíèöû ìíîãîçíà÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ Y â êàæäûé èç ìîìåíòîâ âðåìåíè. (Òî÷íîñòü íàéäåííîãî óïðàâëå-
íèÿ áóäåò çàâèñåòü îò m.)

ØÀÃ 4. Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííîå çíà÷åíèåX â âûðàæåíèå äëÿ êðèòåðèÿ êà÷å-
ñòâà (2) è ïîëó÷èì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (12), (13). Âåðíåå
ìû ïîëó÷èì m çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ðåøåíû ëþáûì èç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ. Åñëè ìû ïîíèìàåì îïòèìàëüíîå äëÿ
äàííîãî m óïðàâëåíèå êàê äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì êðèòåðèþ êà÷åñòâà, òî ýòî
áóäóò m çàäà÷ óñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèé íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå W ,
åñëè êàê äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì êðèòåðèþ êà÷åñòâà � òî ýòî áóäóò m çàäà÷
óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå W .

ØÀÃ 5. Íàõîäèì îïòèìàëüíîå äëÿ äàííîãî m óïðàâëåíèå � ýòî òî óïðàâ-
ëåíèå, êîòîðîå ïðèâåëî ê ìàêñèìàëüíîé èç ïîëó÷åííûõ m öåëåâûõ ôóíêöèé (â
ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà) èëè ê ìèíèìàëüíîé èç ïîëó÷åííûõ m
öåëåâûõ ôóíêöèé (â ñëó÷àå ìèíèìèçàöèè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà).

ØÀÃ 6. Åñëè ýòî ïåðâàÿ èòåðàöèÿ, òî ïîâòîðÿåì øàãè ñ 3 ïî 5 è çàòåì
ïåðåõîäèì ê øàãó 7. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñðàçó æå ïåðåõîäèì ê øàãó 7.

ØÀÃ 7. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (14), òî ñ÷èòàåì, ÷òî îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå íàéäåíî ñ òî÷íîñòüþ ε, ïðåêðàùàåì ñ÷åò è ïåðåõîäèì ê øàãó 8. Èíà÷å
ìû ïåðåõîäèì ê øàãó 3 è çàäàåì ðàçáèåíèå ñåãìåíòà [0, 2π] íà 2m ÷àñòåé.

ØÀÃ 8. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íà øàãå 3 èñïîëüçîâàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ �ëîìàíû-
ìè Ýéëåðà�, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âîçìîæíîñòü óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ
êà÷åñòâà. Ïðè ïîëó÷åííîì íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè óïðàâëåíèè uk∗2m ðàçäåëèì
îòðåçîê [0, T ] íà 2k ÷àñòåé.

ØÀÃ 9. Íàõîäèì X2k(T, uk∗2m), à çàòåì Φ(X2k(T, uk∗2m)).
ØÀÃ 10. Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (15), òî ñ÷èòàåì, ÷òî êðèòåðèé

êà÷åñòâà ðàâåí ïîñëåäíåìó íàéäåííîìó çíà÷åíèþ. Èíà÷å ðàçáèâàåì ñåãìåíò [0, T ]
íà 4k ÷àñòåé è ïåðåõîäèì ê øàãó 9.
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Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ ìíîãîçíà÷íîé òðàåêòîðèåé ñ òåðìèíàëüíûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà. Ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû â çàäà÷å îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïðîèçâîäíîé
Õóêóõàðû. Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííî-àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé
íà ñâåäåíèè äàííîé çàäà÷è ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè çà-
ìåíå èñõîäíîé ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ íà ïðèáëèæåííóþ êóñî÷íî�ïîñòîÿííóþ.
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