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Ïðè âèâ÷åííi ôàêòîð-íàïiâãðóï åôåêòèâíîþ ¹ òåõíiêà íàïiâðåòðàêöié, âïåðøå âèçíà-

÷åíèõ ó ðîáîòàõ Â. Ì. Óñåíêà, ÿêà äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè íàïiâðåòðàêöi¨ çàìiñòü

ãîìîìîðôiçìiâ i ìóòàöi¨ çàìiñòü ôàêòîð-íàïiâãðóï. Ç âèêîðèñòàííÿì íàïiâðåòðàêöié íà-

ïiâãðóï ñóòò¹âî ïîëåãøó¹òüñÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ êîíãðóåíöié íàïiâãðóï. Ó öié ðîáîòi

íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ òåõíiêè íàïiâðåòðàêöié. Ðîçãëÿíóòî òåõíi-

êó íàïiâðåòðàêöié ãðóï, çàïðîïîíîâàíó Â.Ì. Óñåíêîì. Òåõíiêó íàïiâðåòðàêöié ìîíî¨äiâ

ðîçïîâñþäæåíî íà äîâiëüíi íàïiâãðóïè. Ó òåðìiíàõ íàïiâðåòðàêöié ïðåäñòàâëåíî îïèñè

Ãåðõàðäà, Ïåòðè÷à òà Ñiëüâè iäåìïîòåíòíèõ êîíãðóåíöié âiëüíî¨ íàïiâãðóïè. Âèçíà÷å-

íî ïîíÿòòÿ íàïiâðåòðàêöi¨ äiìîíî¨äà òà íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ íàïiâðåòðàêöié

äî âèâ÷åííÿ êîíãðóåíöié äiìîíî¨äiâ. Ðîçãëÿíóòî êîíñòðóêöi¨ ñèìåòðè÷íî¨ 0-êàòåãîði¨

òà ñèìåòðè÷íî¨ iíâåðñíî¨ 0-êàòåãîði¨. Îõàðàêòåðèçîâàíî îäèí òèï íàïiâðåòðàêöié ñè-

ìåòðè÷íî¨ 0-êàòåãîði¨ òà îäèí òèï íàïiâðåòðàêöié ñèìåòðè÷íî¨ iíâåðñíî¨ 0-êàòåãîði¨. Ó

òåðìiíàõ ìàòðè÷íèõ íàïiâãðóï îïèñàíî áóäîâó ìóòàöié âiäïîâiäíèõ 0-êàòåãîðié.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàïiâðåòðàêöiÿ, ãðóïà, íàïiâãðóïà, äiìîíî¨ä, ñèìåòðè÷íà 0-êàòåãîðiÿ.

Æó÷îê À. Â., Æó÷îê Þ. Â. Ïîëóðåòðàêöèè íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ñèñòåì. Ïðè èçó÷åíèè ôàêòîð-ïîëóãðóïï ýôôåêòèâíà òåõíèêà ïîëóðåòðàêöèé,

âïåðâûå îïðåäåëåííûõ â ðàáîòàõ Â. Ì. Óñåíêî, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîëó-

ðåòðàêöèè âìåñòî ãîìîìîðôèçìîâ è ìóòàöèè âìåñòî ôàêòîð-ïîëóãðóïï. Ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïîëóðåòðàêöèé ïîëóãðóïï ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîíãðóýí-

öèé ïîëóãðóïï. Â ýòîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òåõíèêè

ïîëóðåòðàêöèé. Ðàññìîòðåíà òåõíèêà ïîëóðåòðàêöèé ãðóïï, ïðåäëîæåííàÿ Â. Ì. Óñåí-

êî. Òåõíèêà ïîëóðåòðàêöèé ìîíîèäîâ ðàñïðîñòðàíåíà íà ïðîèçâîëüíûå ïîëóãðóïïû. Â

òåðìèíàõ ïîëóðåòðàêöèé ïðåäñòàâëåíû îïèñàíèÿ Ãåðõàðäà, Ïåòðè÷à è Ñèëüâû èäåì-

ïîòåíòíûõ êîíãðóýíöèé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû. Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ïîëóðåòðàêöèè

äèìîíîèäà è ïðèâåäåí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïîëóðåòðàêöèé ê èçó÷åíèþ êîíãðóýíöèé äè-

ìîíîèäîâ. Ðàññìîòðåíû êîíñòðóêöèè ñèììåòðè÷åñêîé 0-êàòåãîðèè è ñèììåòðè÷åñêîé

èíâåðñíîé 0-êàòåãîðèè. Îõàðàêòåðèçîâàíû îäèí òèï ïîëóðåòðàêöèé ñèììåòðè÷åñêîé

0-êàòåãîðèè è îäèí òèï ïîëóðåòðàêöèé ñèììåòðè÷åñêîé èíâåðñíîé 0-êàòåãîðèè. Â òåð-

ìèíàõ ìàòðè÷íûõ ïîëóãðóïï îïèñàíî ñòðîåíèå ìóòàöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ 0-êàòåãîðèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëóðåòðàêöèÿ, ãðóïïà, ïîëóãðóïïà, äèìîíîèä, ñèììåòðè÷åñêàÿ

0-êàòåãîðèÿ.

Zhuchok A. V., Zhuchok Yu. V. Semiretractions of some algebraic sys-

tems. The technique of semiretractions which first appeared in the papers of V.M. Usenko

is effective to the study of quotient semigroups. It allows to use semiretractions instead of

homomorhisms and mutations instead of quotient semigroups. With the help of semiretrac-

tions the problem of finding of congruences on semigroups is simplified. In this paper we give
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results obtained with the help of the technique of semiretractions. We consider the technique

of semiretractions of groups proposed by V.M. Usenko. The technique of semiretractions of

monoids is extended to arbitrary semigroups. In terms of semiretractions the descriptions of

idempotent congruences on free semigroups obtained in the works of Gerhard, Petrich and

Silva are presented. The notion of a semiretraction of a dimonoid is defined and an example

of an application of semiretractions to the study of congruences on dimonoids is given. The

constructions of a symmetric 0-category and a symmetric inverse 0-category are considered.

One type of semiretractions of a symmetric 0-category and one type of semiretractions of a

symmetric inverse 0-category are characterized. In terms of matrix semigroups the structure

of mutations of the corresponding 0-categories are described.

Key words: semiretraction, group, semigroup, dimonoid, symmetric 0-category.

Âñòóï. Ïðè âèâ÷åííi ôàêòîð-íàïiâãðóï åôåêòèâíîþ ñòà¹ òåõíiêà íàïiâðå-
òðàêöié, óïåðøå âèçíà÷åíèõ ó ðîáîòàõ Â.Ì. Óñåíêà (äèâ., íàïðèêëàä, [1]), ÿêà
äîçâîëÿ¹ iíòåðiîðèçóâàòè êëàñè÷íi ôàêòîðèçàöiéíi ìåòîäè âèêîðèñòàííÿì íàïiâ-
ðåòðàêöié çàìiñòü ãîìîìîðôiçìiâ i ìóòàöié çàìiñòü ôàêòîð-íàïiâãðóï. Ç âèêîðè-
ñòàííÿì ëiâèõ (ïðàâèõ, ñèìåòðè÷íèõ) íàïiâðåòðàêöié íàïiâãðóïè ñóòò¹âî ïîëåã-
øó¹òüñÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ïðàâèõ (ëiâèõ, äâîái÷íèõ) êîíãðóåíöié öi¹¨ íàïiâ-
ãðóïè. Áiëüø òîãî, ëiâi (ïðàâi, ñèìåòðè÷íi) íàïiâðåòðàêöi¨ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íî (ç
òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi) âiäïîâiäàþòü òðàíñâåðñàëÿì ðîçáèòòiâ íàïiâãðóï,
ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïðàâèìè (ëiâèìè, äâîái÷íèìè) êîíãðóåíöiÿìè.

Ó [2] âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàïiâðåòðàêöi¨ ãðóïè, ÿêå óçàãàëüíþ¹ ïîíÿòòÿ ðåòðà-
êöi¨ (iäåìïîòåíòíîãî åíäîìîðôiçìó) òà äîçâîëÿ¹ ç ¹äèíî¨ òî÷êè çîðó ðîçãëÿäàòè
òàêi êîíñòðóêöi¨ ÿê äîâiëüíi ðîçøèðåííÿ ãðóï i çàãàëüíi äîáóòêè. Ïðè öüîìó âè-
íèêà¹ òåõíiêà, àíàëîãi÷íà òåõíiöi ïiðñîâñüêî¨ äåêîìïîçèöi¨ åíäîìîðôiçìiâ ïðÿìèõ
äîáóòêiâ.

Âiäçíà÷èìî, ùî â ðîáîòàõ Ãåðõàðäòà, Ïåòðè÷à i Ñiëüâè [3 � 7] îïèñàíî êîíãðó-
åíöi¨ âiëüíî¨ íàïiâãðóïè, ôàêòîð-íàïiâãðóïè çà ÿêèìè ¹ âiëüíèìè â ìíîãîâèäàõ
íàïiâãðóï iäåìïîòåíòiâ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî òåõíiêà, ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â öèõ
ïðàöÿõ, çáiãà¹òüñÿ ç òåõíiêîþ íàïiâðåòðàêöié íàïiâãðóï.

Îïèðàþ÷èñü íà âèùåçãàäàíi ðåçóëüòàòè, ïðèðîäíüî âèíèêà¹ çàäà÷à ïîøè-
ðåííÿ ïîíÿòòÿ íàïiâðåòðàêöi¨ íà iíøi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè. Òàê, ó [8] áóëî
âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàïiâðåòðàêöi¨ äiìîíî¨äà òà íàâåäåíî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ íà-
ïiâðåòðàêöié äî âèâ÷åííÿ êîíãðóåíöié äiìîíî¨äiâ.

Ó öié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî òåõíiêó íàïiâðåòðàêöié ãðóï, íàïiâãðóï òà äiìîíî¨äiâ,
à òàêîæ íàâåäåíî äåÿêi ¨¨ çàñòîñóâàííÿ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.

1. Íàïiâðåòðàêöi¨ ãðóï. Ó öüîìó ïóíêòi íàâåäåíî òåõíiêó íàïiâðåòðàêöié
ãðóï [2], çàïðîïîíîâàíó Â.Ì. Óñåíêîì.

1.1. Çàãàëüíi çàóâàæåííÿ. Ó ï.1 ãðóïîâó îïåðàöiþ áóäåìî ïîçíà÷àòè çiðî-
÷êîþ *, çáåðiãàþ÷è ìóëüòèïëiêàòèâíå ïîçíà÷åííÿ çà îïåðàöi¹þ êîìïîçèöi¨ ïåðå-
òâîðåíü. Íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç θG (îïóñêàþ÷è
íèæíié iíäåêñ ó âèïàäêàõ, êîëè öå íå âèêëèêà¹ íåïîðîçóìiíü), à åëåìåíò, ïðîòè-
ëåæíèé åëåìåíòó g ∈ G � ÷åðåç ḡ (òîáòî g ∗ ḡ = ḡ ∗ g = θG). ×åðåç ιG ïîçíà÷èìî
òîòîæíèé àâòîìîðôiçì ãðóïè G (áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ιG � îïåðàòîðíà îäèíèöÿ
ãðóïè G), à ÷åðåç oG � ¨¨ íóëüîâèé åíäîìîðôiçì (òîáòî goG = θ äëÿ âñiõ g ∈ G).
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Äëÿ g, h ∈ G ïîêëàäåìî [g;h] = g ∗ h ∗ g ∗ h, hig = ḡ ∗ h ∗ g. Ñèìâîë ig ïðè öüîìó
áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê îáðàç åëåìåíòà g ∈ G ïðè êàíîíi÷íîìó ãîìîìîðôiçìi

i : G→ Int G : g 7→ ig

ãðóïè G â ãðóïó IntG ¨¨ âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ.
ßêùî φ, ψ � ïåðåòâîðåííÿ ãðóïè G, òî ÷åðåç φ ∗ψ áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨õ ñóìó:

g(φ ∗ ψ) = gφ ∗ gψ, g ∈ G.
ÃðóïàG íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì äîáóòêîì ñâî¨õ ïiäãðóï U iH, ÿêùî G = U∗H,

U
⋂
H = {θG}. Ïðè öüîìó ãîâîðÿòü, ùî ãðóïà G ôàêòîðèçóþ÷à àáî, ùî âîíà

ôàêòîðèçó¹òüñÿ â çàãàëüíèé äîáóòîê ñâî¨õ ïiäãðóï. Ó íàø ÷àñ çàãàëüíi äîáóòêè
¹ îäíèì iç îñíîâíèõ îá'¹êòiâ îáøèðíî¨ i ðîçãàëóæåíî¨ òåîði¨ ïðî âëàñòèâîñòi ãðóï,
ùî ïiääàþòüñÿ îïèñó â òåðìiíàõ ¨õ ïiäãðóï.

Îñíîâíi ïîíÿòòÿ øðåéåðîâî¨ òåîði¨ ðîçøèðåíü ãðóï áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
â òàêié iíòåðïðåòàöi¨.

Íåõàé H1, H2 � ãðóïè, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíî âiäîáðàæåííÿ

q : H2 ×H2 → H1 : (x; y) 7→ (x; y)q,

σ : H2 → AutH1 : x 7→ σx,

ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì

(t;u)q ∗ (t ∗ u; υ)q = (u; υ)qσt ∗ (t;u ∗ υ)q, t, u, υ ∈ H2,

σu∗υ = συσui(u;υ)q
, u, υ ∈ H2.

Ìíîæèíà H1 ×H2 â öèõ óìîâàõ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ãðóïó âiäíîñíî îïåðàöi¨

(u1; υ1) ∗ (u2; υ2) = (u1 ∗ u2συ1 ∗ (u1; υ2)q; υ1 ∗ υ2),

u1, u2 ∈ H1, υ1, υ2 ∈ H2.

Öþ ãðóïó íàçèâàþòü øðåé¹ðîâèì äîáóòêîì ãðóï H1 i H2, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
ñèñòåìîþ ôàêòîðiâ (q;σ) (àáî, êîðîòøå, øðåé¹ðîâèì (q;σ)-äîáóòêîì). Øðåé¹ðî-
âèé (q;σ)-äîáóòîê ãðóï H1 i H2 áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç (H1;H2)Sσ

q .
1.2. Íàïiâðåòðàêöi¨. Ëiâîþ íàïiâðåòðàêöi¹þ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ òàêå ¨¨

ïåðåòâîðåííÿ τ , äëÿ ÿêîãî

(x ∗ y)τ = (xτ ∗ y)τ, x, y ∈ G (1)

ïðè áóäü-ÿêèõ x, y ∈ G. ßêùî æ çàìiñòü (1) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(x ∗ y)τ = (x ∗ yτ)τ,

òî ãîâîðÿòü ïðî ïðàâó íàïiâðåòðàêöiþ ãðóïè G.
Î÷åâèäíà äâîÿêiñòü ïîíÿòü ëiâî¨ òà ïðàâî¨ íàïiâðåòðàêöié äîçâîëÿ¹ íàì îáìå-

æèòèñÿ ðîçãëÿäîì ëiâèõ íàïiâðåòðàêöié.
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Ó ìíîæèíi óñiõ iäåìïîòåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ãðóïè G ëiâi íàïiâðåòðàêöi¨ õàðà-
êòåðèçóþòüñÿ òàêîþ âëàñòèâiñòþ òðàíñâåðñàëüíîñòi:

Ëåìà. ([2], ëåìà ï.2.1) Iäåìïîòåíòíå ïåðåòâîðåííÿ τ ãðóïè G òîäi é ëèøå
òîäi áóäå ëiâîþ íàïiâðåòðàêöi¹þ öi¹¨ ãðóïè, êîëè iñíó¹ ïiäãðóïà H ≤ G òàêà,
ùî

xτ = yτ ⇔ x ∗ y ∈ H,
ÿêi á íå áóëè x, y ∈ G.

Ëiâà íàïiâðåòðàêöiÿ τ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî Gτ = Imτ �
ïiäãðóïà ãðóïè G. Ïåðåòâîðåííÿ τ ′ = ιG ∗ τ , äå ιG � îïåðàòîðíà îäèíèöÿ ãðóïè
G (ï.1.1), íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíåííÿì íàïiâðåòðàêöi¨ τ .

Òâåðäæåííÿ. ([2], òâåðäæåííÿ ï.2.3) Ëiâà íàïiâðåòðàêöiÿ τ ãðóïè G ¹ ðå-
ãóëÿðíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ τ ′ ¹ ïðàâîþ íàïiâðåòðàêöi¹þ.

Òåîðåìà. ([2], òåîðåìà ï.2.4) Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ãðóïè G íàñòóïíi òâåðäæåííÿ
¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1) ãðóïà G ôàêòîðèçóþ÷à;
2) iñíóþòü ðåãóëÿðíà ïðàâà é ðåãóëÿðíà ëiâà íàïiâðåòðàêöi¨ τ1 i, âiäïîâiäíî,

τ2 òàêi, ùî
τ1 ∗ τ2 = ιG, τ1τ2 = τ2τ1 = oG.

Íàïiâðåòðàêöi¹þ ãðóïè G íàçèâàþòü òàêó ¨¨ ëiâó íàïiâðåòðàêöiþ τ , ÿêà ¹
òàêîæ i ïðàâîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, ïåðåòâîðåííÿ τ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ íàïiâðå-
òðàêöi¹þ, ÿêùî ïðè áóäü-ÿêèõ x, y ∈ G âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(x ∗ y)τ = (xτ ∗ y)τ,

(x ∗ y)τ = (x ∗ yτ)τ.

ßêùî τ � äåÿêà íàïiâðåòðàêöiÿ ãðóïè, òî ¨¨ ÿäðî (çà âèçíà÷åííÿì)

Kerτ = {x ∈ G|xτ = θτ}
¹, ÿê íå âàæêî ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî, ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Êðèòåðié òîãî, ùî ëiâà íàïiâðåòðàêöiÿ ¹ ïðàâîþ, äà¹

Ëåìà. ([2], ëåìà ï.4.1) Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ëiâî¨ íàïiâðåòðàêöi¨ τ äîâiëüíî¨ ãðóïè
G íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi :

1) τ ¹ ïðàâîþ íàïiðåòðàêöi¹þ ãðóïè G;
2) ÿäðî Kerτ ëiâî¨ íàïiâðåòðàêöi¨ τ ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Îïåðàòîðíi âëàñòèâîñòi íàïiâðåòðàêöié õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàê:

Ëåìà. ([2], ëåìà ï.4.2) Ïåðåòâîðåííÿ τ òîäi é ëèøå òîäi ¹ íàïiâðåòðàêöi¹þ
ãðóïè G, êîëè θτ = θ i

(x ∗ y)τ = (xτ ∗ yτ)τ

äëÿ âñiõ x, y ∈ G.

ßêùî τ � íàïiâðåòðàêöiÿ ãðóïè G, òî ìíîæèíà Gτ = Imτ ¹, ÿê ëåãêî ïåðåâi-
ðèòè, ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨
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x(∗τ )y = (x ∗ y)τ, x, y ∈ Imτ.

Öþ ãðóïó íàçèâàþòü τ -ìóòàöi¹þ ãðóïè G i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Gτ . Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî Gτ ∼= G/Kerτ . Òàêèì ÷èíîì, ïðè íàÿâíîñòi íàïiâðåòðàêöi¨ τ äëÿ
ãðóïè G âèíèêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi øðåé¹ðîâîãî äîáóòêó (ï.1.1) ãðóïKerτ
iGτ . Ñèñòåìà ôàêòîðiâ, ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó øðåé¹ðîâîìó äîáóòêó, âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíîñòÿìè

(x; y)q = (x ∗ y)τ ′, x, y ∈ Gτ, (2)

σx = ix, x ∈ Gτ, (3)

äå τ ′ � äîïîâíåííÿ íàïiâðåòðàêöi¨ τ , à ÷åðåç ig ïîçíà÷åíî âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì
ãðóïè G, ÿêèé âiäïîâiäà¹ åëåìåíòó g ∈ G (äèâ. ï.1.1).

ßêùî, íàâïàêè, G = (H1;H2)Sσ
q � øðåé¹ðîâèé äîáóòîê ãðóï H1 i H2, òî

áåçïîñåðåäíüî ïðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ïåðåòâîðåííÿ

τ : G→ G : (u; υ) 7→ (θ; υ)

¹ íàïiâðåòðàêöi¹þ ãðóïè G. Ïðè öüîìó

H1 = Kerτ, H2 = Gτ

i ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (2), (3).

Òâåðäæåííÿ. ([2], òâåðäæåííÿ ï.4.3) Äëÿ áóäü-ÿêèõ ãðóï G, H1, H2 íàñòó-
ïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi :

1) G = (H1;H2)Sσ
q ;

2) iñíó¹ íàïiâðåòðàêöiÿ τ ãðóïè G, äëÿ ÿêî¨ H1
∼= Kerτ , H2 = Gτ i äëÿ âñiõ

x, y ∈ Gτ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2), (3).

Ó [2] âiäçíà÷åíî, ùî çà äîïîìîãîþ íàïiâðåòðàêöié äëÿ øðåé¹ðîâèõ äîáóòêiâ
âäà¹òüñÿ îòðèìàòè àíàëîã òåîðåìè ï. 3.3 ç [2], ÿêà ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ óçàãàëüíå-
ííÿ ïiðñîâñüêî¨ äåêîìïîçèöi¨ íàïiâãðóïè åíäîìîðôiçìiâ ïðÿìîãî äîáóòêó ãðóï.

2. Íàïiâðåòðàêöi¨ íàïiâãðóï. Ó öüîìó ïóíêòi òåõíiêó íàïiâðåòðàêöié ìî-
íî¨äiâ [1], çàïðîïîíîâàíó Â.Ì. Óñåíêîì, ïîøèðåíî íà äîâiëüíi íàïiâãðóïè. Äîâå-
äåííÿ íàâåäåíèõ ðåçóëüòàòiâ ãðóíòó¹òüñÿ íà òèõ ñàìèõ ìiðêóâàííÿõ, ùî é äîâå-
äåííÿ âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [1].

Íåõàé Eq(X) � ìíîæèíà óñiõ åêâiâàëåíòíîñòåé äîâiëüíî¨ ìíîæèíè X, I=(X)
� ìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ ñèìåòðè÷íî¨ íàïiâãðóïè =(X). Ìiæ ìíîæèíàìè Eq(X)
òà I=(X) iñíó¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íà (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi) âiäïîâiäíiñòü,
ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ξ ∈ I=(X) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (x;xξ) ∈ ∇ξ,
äå ∇ξ � âiäíîøåííÿ ðiâíîçíà÷íîñòi ïåðåòâîðåííÿ ξ, òîáòî

∇ϕ = {(x; y) |x, y ∈ X, xϕ = yϕ}, ϕ ∈ =(X).

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Imξ ïåðåòâîðåííÿ ξ ∈ I=(X) ¹ òðàíñâåðñàëëþ ðîçáè-
òòÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âiäíîøåííÿì ∇ξ. Íàâïàêè, ÿêùî îáðàç Imξ ïåðåòâîðåííÿ
ξ ∈ =(X) ¹ òðàíñâåðñàëëþ ðîçáèòòÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äåÿêîþ åêâiâàëåíòíiñòþ
π ∈ Eq(X), ïðè÷îìó (x;xξ) ∈ π äëÿ âñiõ x ∈ X, òî ξ2 = ξ, à ∇ξ = π.
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Äëÿ äîâiëüíî¨ íàïiâãðóïè S âàæëèâó ðîëü ïðè öüîìó âiäiãðà¹ äåÿêà ïiäìíî-
æèíà ìíîæèíè I=(S), åëåìåíòè ÿêî¨ âiäïîâiäàþòü êîíãðóåíöiÿì (ìîæëèâî îäíî-
ái÷íèì) íàïiâãðóïè S.

Ïåðåòâîðåííÿ τ íàïiâãðóïè S íàçèâàþòü ëiâîþ íàïiâðåòðàêöi¹þ, ÿêùî

(xy)τ = (xτ y)τ (4)

äëÿ âñiõ x, y ∈ S. ßêùî çàìiñòü òîòîæíîñòi (4) âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà:

(xy)τ = (xyτ)τ, (5)

òî ãîâîðÿòü ïðî ïðàâó íàïiâðåòðàêöiþ.
Äâî¨ñòiñòü ïîíÿòü ëiâî¨ òà ïðàâî¨ íàïiâðåòðàêöié ¹ î÷åâèäíîþ. Òîìó ó âèïàä-

êó îäíîái÷íèõ íàïiâðåòðàêöié îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ëiâèõ íàïiâðåòðàêöié.
ßêùî äëÿ τ ∈ =(S) âèêîíóþòüñÿ îáèäâi òîòîæíîñòi (4), (5), òî ïåðåòâîðåííÿ

τ íàçèâàþòü (ñèìåòðè÷íîþ) íàïiâðåòðàêöi¹þ íàïiâãðóïè S.
Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèìè iäåìïîòåíòíå ïåðåòâîðåííÿ íàïiâãðóïè

¹ ¨¨ ëiâîþ íàïiâðåòðàêöi¹þ, äà¹

Ëåìà. Iäåìïîòåíòíå ïåðåòâîðåííÿ τ íàïiâãðóïè S ¹ ¨¨ ëiâîþ íàïiâðåòðà-
êöi¹þ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âiäíîøåííÿ ðiâíîçíà÷íîñòi ∇τ ¹ ïðàâîþ êîíãðó-
åíöi¹þ öi¹¨ íàïiâãðóïè.

Íåõàé µ � äîâiëüíà ïðàâà êîíãðóåíöiÿ íàïiâãðóïè S, a ∈ S, [µ]a = {s ∈
∈ S |(a; s) ∈ µ}. ßêùî ðîçãëÿíóòè äåÿêå ôiêñîâàíå êîíñòàíòíå ïåðåòâîðåííÿ ea ∈
∈ =([µ]a) (sea = a, s ∈ [µ]a) i ïîêëàñòè xe = xea ⇔ x ∈ [µ]a äëÿ âñiõ x ∈ S, òî
îòðèìà¹ìî iäåìïîòåíòíå ïåðåòâîðåííÿ ìíîæèíè S òàêå, ùî ∇e = µ. Îòæå, ìà¹
ìiñöå

Ëåìà. Äëÿ êîæíî¨ ïðàâî¨ êîíãðóåíöi¨ µ íàïiâãðóïè S iñíó¹ ¨¨ ëiâà íàïiâðå-
òðàêöiÿ τ òàêà, ùî ∇τ = µ.

Ëiâi íàïiâðåòðàêöi¨ τ1, τ2 íàïiâãðóïè S íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ìà¹
ìiñöå ðiâíiñòü ∇τ1 = ∇τ2 .

Çàãàëüíó õàðàêòåðèñòèêó (ñèìåòðè÷íèõ) íàïiâðåòðàêöié äà¹

Òâåðäæåííÿ. Äëÿ iäåìïîòåíòíîãî ïåðåòâîðåííÿ π íàïiâãðóïè S åêâiâà-
ëåíòíèìè ¹ òâåðäæåííÿ:

1) π ¹ ñèìåòðè÷íîþ íàïiâðåòðàêöi¹þ;
2) π ¹ ëiâîþ íàïiâðåòðàêöi¹þ, à âiäíîøåííÿ ∇π ¨¨ ðiâíîçíà÷íîñòi ¹ êîíãðó-

åíöi¹þ íàïiâãðóïè S;
3) π ¹ ïðàâîþ íàïiâðåòðàêöi¹þ, à âiäíîøåííÿ ∇π ¨¨ ðiâíîçíà÷íîñòi ¹ êîíãðó-

åíöi¹þ íàïiâãðóïè S;
4) äëÿ âñiõ x, y ∈ S âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü: (xy)π = (xπ yπ)π.

ßêùî τ � iäåìïîòåíòíà íàïiâðåòðàêöiÿ íàïiâãðóïè S, òî ìíîæèíà Imτ ¹ íà-
ïiâãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ x ·τ y = (xy)τ, x, y ∈ Imτ. Íàïiâãðóïó Sτ = (Imτ, ·τ )
íàçèâàþòü τ -ìóòàöi¹þ íàïiâãðóïè S. Âiäîáðàæåííÿ S → Sτ : x 7→ xτ ïðè öüîìó
¹ ãîìîìîðôiçìîì íàïiâãðóï, êîíãðóåíöiÿ ÿêîãî, çðîçóìiëî, çáiãà¹òüñÿ ç âiäíîøå-
ííÿì ðiâíîçíà÷íîñòi íàïiâðåòðàêöi¨.
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Íàâïàêè, ÿêùî ϕ : S → T � äåÿêèé ãîìîìîðôiçì íàïiâãðóï, ∆ϕ � âiäïîâiäíà
êîíãðóåíöiÿ, òî, âèçíà÷èâøè ïåðåòâîðåííÿ τ : S → S óìîâàìè

(x;xτ) ∈ ∆ϕ, xτ = yτ ⇔ (x; y) ∈ ∆ϕ,

îòðèìà¹ìî iäåìïîòåíòíó íàïiâðåòðàêöiþ íàïiâãðóïè S òàêó, ùî Sτ ∼= Imϕ.
Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à îïèñó êîíãðóåíöié íàïiâãðóï çàäàíîãî êëàñó ¹ åêâiâà-

ëåíòíîþ çàäà÷i îïèñó êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ íàïiâðåòðàêöié. Òîáòî, çíàþ÷è äiþ
íàïiâðåòðàêöi¨ íà íàïiâãðóïi, ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè ¹äèíó êîíãðóåíöiþ, ùî ¨é
âiäïîâiäà¹, òà, íàâïàêè, çíàþ÷è áóäîâó êîíãðóåíöi¨ íà íàïiâãðóïi, ìîæëèâî çà-
äàòè êëàñ åêâiâàëåíòíèõ íàïiâðåòðàêöié � íàïiâðåòðàêöié, âiäíîøåííÿ ðiâíîçíà-
÷íîñòi çà ÿêèìè çáiãàþòüñÿ ç çàäàíîþ êîíãðóåíöi¹þ.

Âiäçíà÷èìî, ùî íàïiâðåòðàêöi¨ ðiçíèõ íàïiâãðóï òà ìîíî¨äiâ ðîçãëÿäàëèñÿ
òàêîæ ó [9 � 19].

3. Íàïiâðåòðàêöi¨ âiëüíèõ íàïiâãðóï. Ðîáîòè Ãåðõàðäòà, Ïåòðè÷à [3 �
5] i Ïåòðè÷à, Ñiëüâè [6], [7] ïðèñâÿ÷åíi îïèñó âiäíîñíî âiëüíèõ íàïiâãðóï iäåìïî-
òåíòiâ. Ó öèõ ïðàöÿõ çíàéäåíî âñi ïåðåòâîðåííÿ τ âiëüíî¨ íàïiâãðóïè òàêi, ùî
íàïiâãðóïè (Imτ, ∗) ç îïåðàöiÿìè x ∗ y = (xy)τ ¹ âiëüíèìè ó ìíîãîâèäàõ íàïiâ-
ãðóï iäåìïîòåíòiâ. Ïðè öüîìó âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî òàêi ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñèìåòðè÷íè-
ìè íàïiâðåòðàêöiÿìè âiëüíî¨ íàïiâãðóïè, à íàïiâãðóïè (Imτ, ∗) � âiäïîâiäíèìè
ìóòàöiÿìè (äèâ. ï.2). Îòæå òåõíiêà íàïiâðåòðàêöié íàïiâãðóï ñòà¹ êîðèñíîþ òà
åôåêòèâíîþ ïðè îïèñi êîíãðóåíöié âiëüíèõ íàïiâãðóï.

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè [7], êîðèñòóþ÷èñü òåð-
ìiíîëîãi¹þ òà ïîçíà÷åííÿìè ï.2.

Íåõàé F θ = F θ[X] � âiëüíèé ìîíî¨ä â àëôàâiòi X = {x1, x2, ..., xn, ..} , θ �
ïîðîæí¹ ñëîâî, F = F [X] � âiëüíà íàïiâãðóïà â òîìó æ àëôàâiòi.

Äëÿ âñiõ ñëiâ w â àëôàâiòi X ïîêëàäåìî
c(w) � ìíîæèíà åëåìåíòiâ x ∈ X, ÿêi âõîäÿòü äî çàïèñó åëåìåíòà w,
~w (

←
w) � ïî÷àòêîâå (êiíöåâå) ñëîâî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè ñëîâà w, äëÿ ÿêîãî

c(w) = c(~w) (c(w) = c(
←
w)),

wf
′

(wr
′
) � îñòàííÿ (ïåðøà) ëiòåðà ñëîâà ~w (

←
w),

wf (wr) � ñëîâî, îòðèìàíå ç ~w (
←
w) âèêðåñëåííÿì ëiòåðè wf

′
(wr

′
),

wg2 � ïåðøà ëiòåðà ñëîâà w,
wk2 � ñëîâî, îòðèìàíå ç w âèêðåñëåííÿì óñiõ ëiòåð, êðiì òèõ, ÿêi âïåðøå

ç'ÿâèëèñÿ â çàïèñó,
w̄ � ñëîâî, îòðèìàíå ç w çàïèñîì ó çâîðîòíüîìó ïîðÿäêó.
ßêùî τ � äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ íàïiâãðóïè F [X] àáî ìîíî¨äó F θ[X] , w ∈

∈ F [X] , òî ïîêëàäåìî θτ = θ, wτ̄ = w̄τ .
Äëÿ âñiõ w ∈ F [X] , τ ∈ {g, k}, n > 2 âèçíà÷èìî iíäóêòèâíî ïåðåòâîðåííÿ τn

âiëüíî¨ íàïiâãðóïè F [X]:

wτn = (wfτn)(wf
′
)(wτ̄n−1). (6)

Ðîçãëÿíåìî äàëi ñèñòåìó ñëiâ M2 = x2x1, G2 = x2,K2 = x2x1x2 i äëÿ n > 2
âèçíà÷èìî iíäóêòèâíî ôîðìóëè:

Mn = xnMn−1, In = MnxnIn−1, Im ∈ {Km, Gm} , m ≥ 2. (7)
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Âiäçíà÷èìî, ùî ó ôîðìóëi (6) τ ïîçíà÷à¹ g (âiäïîâiäíî, k) òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè ó ôîðìóëi (7) I ïîçíà÷à¹ G (âiäïîâiäíî, K).

Íåõàé Mn = In òà Mn = In � íàïiâãðóïîâi òîòîæíîñòi, n > 2.

Òåîðåìà. ([7], ëåìè 2.3, 2.4) Áóäü-ÿêå ïåðåòâîðåííÿ τ ∈ {gn, kn|n ≥ 2}
âiëüíî¨ íàïiâãðóïè F [X] ¹ ¨¨ íàïiâðåòðàêöi¹þ. Ïðè öüîìó τ -ìóòàöiÿ (F [X])

τ

íàïiâãðóïè F [X] ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ ó ìíîãîâèäi íàïiâãðóï iäåìïîòåíòiâ,
âèçíà÷åíèõ òîòîæíiñòþ Mn = In.

Ó äâî¨ñòèé ñïîñiá îòðèìó¹òüñÿ

Òåîðåìà. ([7], ëåìè 2.3, 2.4) Áóäü-ÿêå ïåðåòâîðåííÿ τ ∈ {ḡn, k̄n|n ≥ 2}
âiëüíî¨ íàïiâãðóïè F [X] ¹ ¨¨ íàïiâðåòðàêöi¹þ. Ïðè öüîìó τ -ìóòàöiÿ (F [X])τ

íàïiâãðóïè F [X] ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ ó ìíîãîâèäi íàïiâãðóï iäåìïîòåíòiâ,
âèçíà÷åíèõ òîòîæíiñòþ Mn = In.

Âèçíà÷èìî ïåðåòâîðåííÿ µτ òà δτ , τ ∈ {gn+1, kn|n ≥ 2} âiëüíî¨ íàïiâãðóïè
F [X] çà ïðàâèëàìè:

wµτ = (wfτ)(wf
′
), wδτ = (wr

′
) (wrτ̄)

äëÿ âñiõ w ∈ F [X].

Ïðè öüîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî µg2 = g2, δg2 = ḡ2.
Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííü µτ òà δτ âèçíà÷èìî òåïåð ïåðåòâîðåííÿ zαβ âiëü-

íî¨ íàïiâãðóïè F [X]. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

D = {(kn+1, kn), (gn+1, kn), (gn+1, gn+1), (kn, gn+1), (kn, kn+1),
(gn+1, gn), (kn, gn), (kn, kn), (gn, kn), (gn, gn+1)|n ≥ 2}

i äëÿ êîæíîãî (α;β) ∈ D ïîêëàäåìî

wzαβ = wµαwδβ , w ∈ F [X].

Ëåìà. ([7], ëåìà 4.3) Áóäü-ÿêå ïåðåòâîðåííÿ zαβ ((α, β) ∈ D) âiëüíî¨ íàïiâ-
ãðóïè F [X] ¹ ¨¨ íàïiâðåòðàêöi¹þ.

Íåõàé u = ϑ � íàïiâãðóïîâà òîòîæíiñòü. ×åðåç (u = ϑ) áóäåìî ïîçíà÷àòè
ìíîãîâèä íàïiâãðóï, âèçíà÷åíèõ òîòîæíiñòþ u = ϑ. Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà. ([7], òåîðåìà 4.6) ßêùî (αm, βn) ∈ D, ν = (Mm = Am) ∨ (Mn =

= Bn), òî zαmβn-ìóòàöiÿ (F [X])z
αmβn

íàïiâãðóïè F [X] ¹ âiëüíîþ ó ìíîãîâèäi
íàïiâãðóï iäåìïîòåíòiâ, âèçíà÷åíèõ òîòîæíiñòþ ν.

Åëåìåíò a íàïiâãðóïè S íàçâåìî ìåäiàëüíîþ îäèíèöåþ, ÿêùî xax = x äëÿ
âñiõ x ∈ S. Íàïiâãðóïó, êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ ¹ ìåäiàëüíîþ îäèíèöåþ, íàçâåìî
íàïiâãðóïîþ ìåäiàëüíèõ îäèíèöü.

Íàâåäåìî ðåçóëüòàò, ÿêèé ñòîñó¹òüñÿ ìíîãîâèäó íàïiâãðóï ìåäiàëüíèõ îäè-
íèöü.
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Òåîðåìà. ([7], òâåðäæåííÿ 6.2) Âiäîáðàæåííÿ

π : F [X]→ F [X] : w 7→ wπ = (w g2) (w g2)

¹ íàïiâðåòðàêöi¹þ âiëüíî¨ íàïiâãðóïè F [X]. Ïðè öüîìó π-ìóòàöiÿ (F [X])π íà-
ïiâãðóïè F [X] ¹ âiëüíîþ ó ìíîãîâèäi íàïiâãðóï ìåäiàëüíèõ îäèíèöü.

Âèçíà÷èìî iíäóêòèâíî ïåðåòâîðåííÿ b âiëüíî¨ íàïiâãðóïè F [X], ïîêëàâøè

θ b = θ, w b = (w f b)(w f
′
)(w r

′
)(wrb)

äëÿ âñiõ w ∈ F [X].

Òåîðåìà. ([7], òâåðäæåííÿ 6.2) Ïåðåòâîðåííÿ b âiëüíî¨ íàïiâãðóïè F [X] ¹
íàïiâðåòðàêöi¹þ òàêîþ, ùî b-ìóòàöiÿ (F [X])b íàïiâãðóïè F [X] ¹ âiëüíîþ íà-
ïiâãðóïîþ iäåìïîòåíòiâ.

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè [7] íå îïèñóþòü íàïiâðåòðàêöi¨ âiëüíèõ íàïiâãðóï, ìóòàöi¨
çà ÿêèìè ¹ âiëüíèìè â ìíîãîâèäàõ ëiâèõ íîðìàëüíèõ íàïiâãðóï iäåìïîòåíòiâ,
ïðàâèõ íîðìàëüíèõ íàïiâãðóï iäåìïîòåíòiâ, íîðìàëüíèõ íàïiâãðóï iäåìïîòåíòiâ,
êîìóòàòèâíèõ íàïiâãðóï iäåìïîòåíòiâ. Öi íàïiâðåòðàêöi¨ îïèñàíî îêðåìî â ðîáîòi
[14].

4. Íàïiâðåòðàêöi¨ äiìîíî¨äiâ. Äiìîíî¨äîì [20] íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà ç äâî-
ìà àñîöiàòèâíèìè îïåðàöiÿìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü äåÿêi òðè àêñiîìè (äèâ. íèæ-
÷å). Öå ïîíÿòòÿ áóëî ââåäåíî Æ.-Ë. Ëîäå äëÿ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé àëãåáð
Ëåéáíiöà. Ó âèïàäêó, êîëè îïåðàöi¨ äiìîíî¨äà çáiãàþòüñÿ, âií ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
íàïiâãðóïó.

Ó öüîìó ïóíêòi âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàïiâðåòðàêöi¨ äiìîíî¨äà òà íàâåäåíî ïðè-
êëàä çàñòîñóâàííÿ íàïiâðåòðàêöié äî âèâ÷åííÿ êîíãðóåíöié äiìîíî¨äiâ. Ðåçóëü-
òàòè öüîãî ïóíêòó íàëåæàòü [8].

Íàãàäà¹ìî, ùî íåïîðîæíÿ ìíîæèíà D ç âèçíà÷åíèìè íà íié áiíàðíèìè àñî-
öiàòèâíèìè îïåðàöiÿìè ≺ i �, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

(x ≺ y) ≺ z = x ≺ (y � z),

(x � y) ≺ z = x � (y ≺ z),

(x ≺ y) � z = x � (y � z)

äëÿ âñiõ x, y, z ∈ D, íàçèâà¹òüñÿ äiìîíî¨äîì. Ãîìîìîðôiçìîì äiìîíî¨äà D1 â
äiìîíî¨ä D2 íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ f : D1 → D2 òàêå, ùî

(x ≺ y)f = xf ≺ yf, (x � y)f = xf � yf

äëÿ âñiõ x, y ∈ D1.
Ïåðåòâîðåííÿ τ äiìîíî¨äa D íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ íàïiâðåòðàêöi¹þ, ÿêùî

(x ≺ y)τ = (xτ ≺ y)τ, (8)

(x � y)τ = (xτ � y)τ (9)
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ïðè áóäü-ÿêèõ x, y ∈ D. ßêùî çàìiñòü (8), (9) âèêîíóþòüñÿ òîòîæíîñòi

(x ≺ y)τ = (x ≺ yτ)τ, (10)

(x � y)τ = (x � yτ)τ, (11)

òî ãîâîðÿòü ïðî ïðàâó íàïiâðåòðàêöiþ.
ßêùî äëÿ ïåðåòâîðåííÿ τ äiìîíî¨äà D âèêîíóþòüñÿ òîòîæíîñòi (8) � (11), òî

ïåðåòâîðåííÿ τ íàçèâà¹òüñÿ (ñèìåòðè÷íîþ) íàïiâðåòðàêöi¹þ äiìîíî¨äa D.
ßêùî íàïiâðåòðàêöiÿ τ äiìîíî¨äa D = (D,≺, �) ¹ ñèìåòðè÷íîþ, òî âèíèêà¹

äiìîíî¨ä Dτ = (Imτ,≺τ ,�τ ), ó ÿêîìó îïåðàöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè:

x ≺τ y = (x ≺ y)τ, x, y ∈ Imτ,
x �τ y = (x � y)τ, x, y ∈ Imτ.

Äiìîíî¨ä Dτ íàçèâà¹òüñÿ τ -ìóòàöi¹þ äiìîíî¨äà D. Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî
âiäîáðàæåííÿ τ# : D → Dτ : x 7→ xτ# = xτ ¹ ãîìîìîðôiçìîì äiìîíî¨äiâ.

Âiäçíà÷èìî: ÿêùî îïåðàöi¨ äiìîíî¨äà çáiãàþòüñÿ, òî âèçíà÷åííÿ ëiâî¨ (ïðàâî¨,
äâîái÷íî¨) íàïiâðåòðàêöi¨ äiìîíî¨äà çáiãà¹òüñÿ ç âèçíà÷åííÿì ëiâî¨ (ïðàâî¨, äâîái-
÷íî¨) íàïiâðåòðàêöi¨ íàïiâãðóïè (äèâ. ï.2). Òàêèì ÷èíîì, ïîíÿòòÿ íàïiâðåòðàêöi¨
äiìîíî¨äà óçàãàëüíþ¹ ïîíÿòòÿ íàïiâðåòðàêöi¨ íàïiâãðóïè.

Íàâåäåìî îäèí ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áåçïîñåðåäíüîãî îïèñó íàïiâðåòðàêöié äiìî-
íî¨äiâ.

Íåõàé D = (D,≺, �) � äîâiëüíèé äiìîíî¨ä, I, J � äîâiëüíi íåïîðîæíi ìíî-
æèíè, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíî âiäîáðàæåííÿ

p : J × I → D : (j, i) 7→ (j, i)p = pji.

Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi D
′

= I ×D × J îïåðàöi¨ çà ïðàâèëàìè:

(i, g, j) ≺
′

(k, h, l) = (i, g ≺ pjk ≺ h, l) ,

(i, g, j) �
′

(k, h, l) = (i, g � pjk � h, l) .

Ëåìà. ([8], ëåìà ï.3.3) Àëãåáðà (D
′
,≺′ ,�′) ¹ äiìîíî¨äîì.

Äiìîíî¨ä, îòðèìàíèé òàêèì ñïîñîáîì, íàçèâà¹òüñÿ äiìîíî¨äîì Ðiñà é ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ÷åðåç D

′
= D

′
(I,D, J ; p).

Íåõàé D
′

= D
′
(I,D, J ; p) � äiìîíî¨ä Ðiñà, τ � iäåìïîòåíòíà íàïiâðåòðàêöiÿ äi-

ìîíî¨äà D, α òà β � òàêi iäåìïîòåíòè ñèìåòðè÷íèõ íàïiâãðóï =(I) òà, âiäïîâiäíî,
=(J), ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

pji = pjβ iα, j ∈ J, i ∈ I.

Íåõàé äàëi D
′′
(Iα,Dτ , Jβ; p

′
) � äiìîíî¨ä Ðiñà òàêèé, ùî

p
′

: Jβ × Iα→ Dτ : (jβ, iα) 7→ (jβ, iα)p
′

= p
′

jβ iα
= pjβ iατ.

Âèçíà÷èìî ïåðåòâîðåííÿ σ[α;β]
τ äiìîíî¨äà D

′
, ïîêëàâøè

(i, a, j)σ[α;β]
τ = (iα, aτ, jβ)

äëÿ âñiõ (i, a, j) ∈ D′ .
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Òåîðåìà. ([8], òåîðåìà ï.3.4)

Áóäü-ÿêå ïåðåòâîðåííÿ σ
[α;β]
τ äiìîíî¨äà Ðiñà D

′
¹ íàïiâðåòðàêöi¹þ, äëÿ ÿêî¨

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (D
′
)σ

[α;β]
τ = D

′′
(Iα,Dτ , Jβ; p

′
).

5. Íàïiâðåòðàêöi¨ ñèìåòðè÷íèõ 0-êàòåãîðié. Ó öüîìó ïóíêòi îïèñà-
íî îäèí òèï íàïiâðåòðàêöié ñèìåòðè÷íî¨ 0-êàòåãîði¨ òà îäèí òèï íàïiâðåòðàêöié
ñèìåòðè÷íî¨ iíâåðñíî¨ 0-êàòåãîði¨. Ïðè öüîìó âèâ÷à¹òüñÿ áóäîâà ìóòàöié âiäïî-
âiäíèõ 0-êàòåãîðié â òåðìiíàõ ìàòðè÷íèõ íàïiâãðóï.

Íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íî¨ 0-êàòåãîði¨. Íåõàé X � äîâiëüíà íåïîðî-
æíÿ ìíîæèíà, U(X) � ìíîæèíà óñiõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. Äëÿ
áóäü-ÿêèõ A,B ∈ U(X) ÷åðåç Map(A;B) ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ ñþð'¹ê-
òèâíèõ âiäîáðàæåíü ϕ : A→ B : x 7→ xϕ ìíîæèíè A íà ìíîæèíó B.

ßêùî ϕ ∈ Map(A;B), òî ÷åðåç Domϕ áóäåìî ïîçíà÷àòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
âiäîáðàæåííÿ ϕ, à ÷åðåç Imϕ � éîãî îáëàñòü çíà÷åíü (îáðàç), òîáòî Domϕ = A,
Imϕ = B. Íà ìíîæèíi

SymX = {ϕ ∈Map(A;B)|A,B ∈ U(X)}

ïðèðîäíüî âèçíà÷åíîþ ¹ ÷àñòêîâà îïåðàöiÿ êîìïîçèöi¨ âiäîáðàæåíü. ßêùî ϕ,ψ ∈
∈ SymX òàêi, ùî ϕ ∈ Map(A;B), ψ ∈ Map(C;D), òî ïðî êîìïîçèöiþ ϕψ ìîæíà
ãîâîðèòè ëèøå ó âèïàäêó, êîëè B

⋂
C 6= ∅, à ñàìå: ÿêùî M = B

⋂
C 6= ∅, òî

êîìïîçèöi¹þ ϕψ âiäîáðàæåíü ϕ i ψ íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ

ϕ|Eψ|M : E → F : x 7→ x(ϕψ) = (xϕ)ψ,

äå E = ϕ−1(M), F = ψ(M).
Íà öüîìó øëÿõó âèíèêà¹ íàïiâãðóïî¨ä (ìíîæèíà ç áiíàðíîþ ÷àñòêîâîþ îïå-

ðàöi¹þ), ÿêèé íàçèâàþòü íàïiâãðóïî¨äîì ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè X òà
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç P=(X). Öåé íàïiâãðóïî¨ä íå ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êàòåãîði¹þ.

Äiéñíî, íåõàé ϕ ∈ Map(A;B), ψ ∈ Map(C;D) i η ∈ Map(E;F ) òàêi âiä-
îáðàæåííÿ iç P=(X), ùî äîáóòêè ϕψ, ψη âèçíà÷åíî i xψ /∈ Domη äëÿ êîæíîãî
x ∈ B

⋂
C. Öå îçíà÷à¹, ùî Imϕψ

⋂
E = ∅, òîáòî äîáóòîê (ϕψ)η âiäîáðàæåíü ϕψ

òà η íå ¹ âèçíà÷åíèì. Îòæå, íàïiâãðóïî¨ä ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü íå ¹ ëîêàëüíî
àñîöiàòèâíèì [21].

Âèìîãè äî âèçíà÷åííÿ êîìïîçèöi¨ ϕψ ñþð'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ϕ,ψ ∈ SymX,
äå ϕ ∈ Map(A;B), ψ ∈ Map(C;D), ìîæíà ïîñèëèòè: ââàæàòèìåìî êîìïîçèöiþ
ϕψ âèçíà÷åíîþ ëèøå çà óìîâè B = C. Íàïiâãðóïî¨ä, ùî ïðè öüîìó âèíèêà¹ íà
ìíîæèíi SymX, íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ êàòåãîði¹þ íà ìíîæèíi X òà ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ÷åðåç SymX.

Ñèìåòðè÷íà êàòåãîðiÿ SymX íà âiäìiíó âiä íàïiâãðóïî¨äà ÷àñòêîâèõ ïåðå-
òâîðåíü ¹ ëîêàëüíî-àñîöiàòèâíèì íàïiâãðóïî¨äîì.

Äiéñíî, ÿêùî ϕ, ψ òà η iç SymX òàêi, ùî äîáóòêè ϕψ, ψη âèçíà÷åíî, òî
Imϕ = Domψ, Imψ = Domη. Îñêiëüêè Domψη = Domψ, Imϕψ = Imψ, òî
äîáóòêè (ϕψ)η i ϕ(ψη) ¹ âèçíà÷åíèìè, ïðè öüîìó (ϕψ)η = ϕ(ψη).

ßêùî íàïiâãðóïî¨ä P=(X) ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè X äîïîâíèòè
çîâíiøíiì àíóëÿòîðîì 0 i äëÿ âñiõ ϕ ∈ Map(A;B), ψ ∈ Map(C;D) òàêèõ, ùî
B
⋂
C 6= ∅, ïîêëàñòè ϕψ = 0, òî îòðèìà¹ìî íàïiâãðóïó P=0(X) = P=(X)

⋃
{0},

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïîþ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè X.
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Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íàïiâãðóïà P=0(X) íå ¹ 0-êàòåãîðiéíîþ [22], îñêiëüêè äëÿ
òîòîæíüîãî ïåðåòâîðåííÿ iX ìíîæèíè X òà âiäîáðàæåíü ϕ ∈ Map(A;A), ψ ∈
∈ Map(B;B), äå A = {a}, B = {b} (a, b ∈ X, a 6= b), ìà¹ìî: ϕiX 6= 0, iXψ 6= 0,
ϕiXψ = 0.

Ïðè¹äíóþ÷è äî ñèìåòðè÷íî¨ êàòåãîði¨ SymX çîâíiøíié íóëü 0 i äîâèçíà÷èâ-
øè îïåðàöiþ êîìïîçèöi¨ ϕψ çà ïðàâèëîì: ϕψ = 0, êîëè B 6= C, îòðèìà¹ìî ãðó-
ïî¨ä, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ 0-êàòåãîði¹þ íà ìíîæèíi X i ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç Sym0X.

Íà âiäìiíó âiä íàïiâãðóïè ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü, ñèìåòðè÷íà 0-êàòåãîðiÿ ¹
êàòåãîðiéíîþ â íóëi íàïiâãðóïîþ, ùî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî. Âiäçíà÷èìî,
ùî äåÿêi ñòðóêòóðíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íî¨ 0-êàòåãîði¨ òà ¨¨ ïiäíàäïiâãðóïè �
ñèìåòðè÷íî¨ iíâåðñíî¨ 0-êàòåãîði¨, âèâ÷àëèñÿ â [21], [23].

Íåõàé X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Âèçíà÷èìî áiíàðíå âiäíîøåííÿ λ
íà ìíîæèíi U(X) òàêèì ñïîñîáîì:

(A;B) ∈ λ⇔ |A| ≥ |B| .

Ïiäìíîæèíó T iç Sym0X, äå 0 /∈ T , íàçâåìî λ-ñèñòåìîþ (íåíóëüîâèõ) ïðåä-
ñòàâíèêiâ äàíî¨ íàïiâãðóïè, ÿêùî äëÿ âñiõ (A;B) ∈ λ iñíó¹ ëèøå îäèí åëåìåíò
ϕ ∈ Map(A;B), äëÿ ÿêîãî ϕ ∈ T . ßêùî T � äåÿêà λ-ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ
Sym0X i ψ ∈ T

⋂
Map(A;B), äå (A;B) ∈ λ, òî ïðåäñòàâíèêà ψ ïîçíà÷àòèìåìî

÷åðåç ψAB .
×åðåç TX ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ λ-ñèñòåì ïðåäñòàâíèêiâ Sym0X. Âèçíà-

÷èìî ïåðåòâîðåííÿ δT ∈ =(Sym0X), äå T ∈ TX , ïîêëàâøè δT (0) = 0 òà

δT (ϕ) = ϕAB ⇔ ϕ ∈Map(A;B) ((A;B) ∈ λ)

äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ Sym0X, ϕ 6= 0.

Ëåìà. Ïåðåòâîðåííÿ δT ¹ íàïiâðåòðàêöi¹þ íàïiâãðóïè Sym0X ïðè áóäü-
ÿêîìó T ∈ TX .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ,ψ ∈ Sym0X. ßêùî õî÷à á îäèí ç öèõ åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹
íóëþ àáî ϕ,ψ ∈ Sym0X òàêi, ùî ϕ 6= 0 6= ψ i Imϕ 6= Domψ, òî

δT (ϕψ) = δT (0) = δT (δT (ϕ)δT (ψ)).

Â iíøèõ âèïàäêàõ, òîáòî êîëè ϕ,ψ ∈ Sym0X òàêi, ùî ϕ 6= 0 6= ψ òà Imϕ = Domψ,
îòðèìó¹ìî:

δT (ϕψ) = (ϕψ)Domϕψ Imϕψ = ηDomϕ Imψ, äå η = ϕψ,

δT (δT (ϕ)δT (ψ)) = δT (ϕDomϕ ImϕψDomψ Imψ) = δT (φ) = φDomϕ Imψ,

äå ϕDomϕ ImϕψDomψImψ = φ ∈Map(Domϕ; Imψ),

çâiäêè ηDomϕ Imψ = φDomϕ Imψ.
Ëåìó äîâåäåíî.

Íåõàé M = X ×X, 0 � çîâíiøíié åëåìåíò, òîáòî 0 /∈ M . Íà ìíîæèíi M0 =
= (X ×X)

⋃
{0} âèçíà÷èìî îïåðàöiþ çà ïðàâèëîì:
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(a; b)(c; d) =

{
(a; d), b = c,
0, b 6= c,

(a; b)0 = 0(a; b) = 00 = 0.

Ìíîæèíà M0 ç òàêîþ îïåðàöi¹þ ¹ íàïiâãðóïîþ ç íóëåì, îñêiëüêè íàïiâãðó-
ïî¨ä M çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì Êîíðàäà (äèâ. [22]). Îòðèìàíó íàïiâãðóïó íàçâåìî
ìàòðè÷íîþ íàïiâãðóïîþ òà ïîçíà÷èìî ÷åðåç M0

X .
Âiäçíà÷èìî, ùî ìàòðè÷íà íàïiâãðóïà M0

X ¹ íàïiâãðóïîþ Áðàíäòà [22].
ßêùî ρ � äåÿêå òðàíçèòèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi X, òî ìíîæèíà

ρ0, äå ρ0 = ρ
⋃
{0}, ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ ìàòðè÷íî¨ íàïiâãðóïèM0

X . Öþ ïiäíàïiâãðó-
ïó áóäåìî ïîçíà÷àòè M0

X(ρ).

Òâåðäæåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ íàïiâðåòðàêöi¨ δT íàïiâãðóïè Sym0X δT -ìóòàöiÿ
(Sym0X)δT ¹ içîìîðôíîþ íàïiâãðóïi M0

U(X)(λ).

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

f : (Sym0X)δT →M0
X(λ) : ϕAB 7→ f(ϕAB),äå

f(ϕAB) =

{
(A;B), ϕAB 6= 0,
0, ϕAB = 0,

ÿêå, ÿê íåâàæêî ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ¹ ãîìîìîðôiçìîì.
Äiéñíî, ïðè áóäü-ÿêèõ ϕAB , ϕCD ∈ (Sym0X)δT , ϕAB 6= 0 6= ϕCD ìàòèìåìî:

f(ϕAB ϕCD) =

=

{
f(ϕAD) = (A;D) = (A;B)(C;D) = f(ϕAB) f(ϕCD), B = C,
f(0) = 0 = (A;B)(C;D) = f(ϕAB)f( ϕCD), B 6= C.

ßêùî ïðèíàéìíi îäèí ç åëåìåíòiâ ϕAB , ϕCD ∈ (Sym0X)δT äîðiâíþ¹ 0, òî
ïåðåâiðêà òîòîæíîñòi ãîìîìîðôiçìó äëÿ f ¹ òðèâiàëüíîþ. Êðiì öüîãî, âiäîáðà-
æåííÿ f ¹ ái¹êöi¹þ.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

×åðåç BSym0X ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíó iç ñèìåòðè÷íî¨ 0-êàòåãîði¨ Sym0X,
ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íèõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè X
â îá'¹äíàííi ç íóëåì, òîáòî

BSym0X = {ϕ ∈ Sym0X|ϕ = 0 ∨ (ϕ 6= 0, ϕ− ái¹êöiÿ)}.

Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî BSym0X ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ íàïiâãðóïè Sym0X. �¨
íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ iíâåðñíîþ 0-êàòåãîði¹þ íà ìíîæèíi X (äèâ., íàïðèêëàä,
[23]).

Íåõàé µ � âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi íà ìíîæèíi U(X). Ïiäìíîæèíó H iç
BSym0X, äå 0 /∈ T , íàçâåìî µ-ñèñòåìîþ (íåíóëüîâèõ) ïðåäñòàâíèêiâ öi¹¨ íàïiâ-
ãðóïè, ÿêùî äëÿ âñiõ (A;B) ∈ µ iñíó¹ ëèøå îäèí åëåìåíò ψ ∈ Map(A;B), äëÿ
ÿêîãî ψ ∈ H. ßêùî H � µ-ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ BSym0X i ψ ∈ H

⋂
Map(A;B),

äå (A;B) ∈ µ, òî ïðåäñòàâíèêà ψ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ψAB .
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç HX ìíîæèíó âñiõ µ-ñèñòåì ç BSym0X i âèçíà÷èìî ïåðå-
òâîðåííÿ δH ∈ =(BSym0X), äå H ∈ HX , ïîêëàâøè δH(0) = 0 òà

δH(ψ) = ψAB ⇔ ψ ∈Map(A;B) ((A;B) ∈ µ)

äëÿ êîæíîãî ψ ∈ BSym0X, ψ 6= 0.

Òâåðäæåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî H ∈ HX ïåðåòâîðåííÿ δH ¹ íàïiâðå-
òðàêöi¹þ íàïiâãðóïè BSym0X òàêîþ, ùî δH-ìóòàöiÿ (BSym0X)δH içîìîðôíà
íàïiâãðóïi M0

U(X)(µ).

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî òîìó ÿê â ïîïåðåäíié ëåìi ìîæíà äîâåñòè, ùî δH ¹
íàïiâðåòðàêöi¹þ íàïiâãðóïè BSym0X ïðè áóäü-ÿêîìóH ∈ HX . Êðiì òîãî, áåçïî-
ñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ f : (BSym0X)δH →
→M0

U(X)(µ), ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ:

f(ψAB) =

{
(A;B), ψAB 6= 0,
0, ψAB = 0

äëÿ êîæíîãî ψAB ∈ (BSym0X)δH , ¹ içîìîðôiçìîì.
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Âèñíîâêè. Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàñòîñóâàííÿ òåõíiêè íàïiâðåòðàêöié, çà-
ïðîïîíîâàíî¨ Â. Ì. Óñåíêîì, äî âèâ÷åííÿ òàêèõ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ÿê ãðóïè,
íàïiâãðóïè òà äiìîíî¨äè.
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