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ЗАДАЧА СТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
ДЛЯ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО СЛОЯ

Фесенко Г. О. Задача стацiонарної теплопровiдностi для напiвскiнченно-

го шару. Отримано точний розв’язок задачi стацiонарної теплопровiдностi для напiв-

скiнченного шару. На нижнiй i боковiй гранi шар теплоiзольовано, а на iншiй гранi

шару задана температура, розподiлена на вiдомiй дiлянцi. За допомогою iнтегрально-

го перетворення Фур’є задачу зведено до одномiрної крайової задачi, розв’язок якої

побудовано у явному виглядi. При оберненнi трансформант розв’язку виникають кра-

тнi iнтеграли вiд цилiндричних функцiй. Надано методику обчислень даних iнтегралiв,

яка базується на використаннi формули Сонiна. Проведено числовий аналiз значення

температури шару в залежностi вiд рiзних розмiрiв дiлянки розподiлу заданої темпе-

ратури.

Ключовi слова: шар, теплопровiднiсть, iнтегральнi перетворення, цилiндрична фун-

кцiя.

Фесенко А. А. Задача стационарной теплопроводности для полубеско-

нечного слоя. Получено точное решение задачи стационарной теплопроводности для

полубесконечного слоя. По нижней и боковой граням слой теплоизолирован, а на верх-

ней грани задана температура, распределенная по известной площадке. С помощью

интегрального преобразования Фурье задача сведена к одномерной краевой задаче, ре-

шение которой строится в явном виде. При обращении трансформанты решения возни-

кают кратные интегралы от осциллирующей функции. Предложена специальная мето-

дика их вычисления, основанная на применении формулы Сонина. Проведен численный

анализ распределения температуры в слое при различных параметрах площадки рас-

пределения начальной температуры.

Ключевые слова: слой, теплопроводность, интегральные преобразования, цилиндри-

ческая функция.

Fesenco A. A. The problem of the stationary heat-conduction for the semi-

infinite layer. The exact solution of the stationary heat-conduction problem for the semi-

infinite layer was constructed. The lower and lateral faces of the layer are heat-insulated.

The temperature is given at the upper face of the layer and is distributed through the known

area. The initial problem is reduced to the one-dimensional boundary problem with the help

of the integral Fourier transformation. The solution of this problem is constructed in the

explicit form. The multiply integrals with the oscillation function are obtained after invers-

ing of the integral transformation. For their calculation the special method based on the

Sonin’s formula using is proposed. The numerical analysis was done for the investigation of

the temperature distribution in the layer depending on the area parameters of the initial

temperature.

Key words: layer, thermal conductivity, the integral transformations, the cylindrical func-

tion.

c○Фесенко А. А., 2013



Задача стационарной теплопроводности для полубесконечного слоя 123

Введение. Изучение температурного распределения в слое является важ-
ным как с точки зрения приложений в различных областях инженерии, так и
дальнейшего применения полученных решений при постановке задач несвязной
термоупругости [1]. Задачи теплопроводности для полубесконечного слоя иссле-
довались многими авторами как в статической , так и в динамической поста-
новках [2, 3, 7–12]. Зачастую численный расчет по полученным формальным
решениям является проблематичным в связи с наличием входящих в формулы
интегралов, осциллирующих функций. В предложенной работе предлагается ме-
тодика вычисления кратных интегралов от цилиндрических функций, входящих
в точное решение задачи, которое построено методом интегральных преобразо-
ваний [4]

Основные результаты.

1. Постановка задачи.
Рассмотрим упругий полубесконечный слой, описываемый в декартовой си-

стеме координат соотношениями

0 < 𝑥 <∞, −∞ < 𝑦 <∞, 0 < 𝑧 < ℎ. (1)

Грани 𝑥 = 0 и 𝑧 = 0 предполагаются теплоизолированными:

𝜕𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
|𝑥=0 = 0,

𝜕𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
|𝑧=0 = 0, (2)

здесь 𝑇 – температура слоя. На грани 𝑧 = ℎ по участку 𝑥 ∈ [0, 𝐴], 𝑦 ∈ [−𝐵,𝐵]
задана температура

𝑇 (𝑥, 𝑦, ℎ) = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ [0, 𝐴], 𝑦 ∈ [−𝐵,𝐵]. (3)

Требуется построить в области (1) убывающее на бесконечности решение урав-
нения Лапласа

△𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, △ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
, (4)

удовлетворяющее краевым условиям (2), (3).
2. Построение решения исходной задачи методом интегральных пре-

образований.
Введем обозначения:

𝑇 ′′(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕2𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥2
, 𝑇 ··(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝜕2𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦2
, 𝑇 ,,(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝜕2𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧2
.

Применим к (2)–(4) косинус преобразование Фурье по переменной 𝑥 [4]

𝑇𝛼(𝑦, 𝑧) =

∫︁ ∞

0

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) cos𝛼𝑥𝑑𝑥, 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑇𝛼(𝑦, 𝑧) cos𝛼𝑥𝑑𝛼. (5)

Задача (2)–(4) в трансформантах примет вид

−𝛼2𝑇𝛼(𝑦, 𝑧) + 𝑇 ··
𝛼 (𝑦, 𝑧) + 𝑇 ,,𝛼 (𝑦, 𝑧) = 0, 𝑇 ,𝛼(𝑦, 0) = 0, 𝑇𝛼(𝑦, ℎ) = 𝑓𝛼(𝑦), (6)
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где

𝑓𝛼(𝑦) =

∫︁ ∞

0

𝑓(𝑥, 𝑦) cos𝛼𝑥𝑑𝑥. (7)

Преобразование Фурье по переменной 𝑦 применим к задаче (6) ([4]).

𝑇𝛼𝛽(𝑧) =

∫︁ ∞

−∞
𝑇𝛼(𝑦, 𝑧)𝑒

𝑖𝛽𝑦𝑑𝑦, 𝑇𝛼(𝑦, 𝑧) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑇𝛼𝛽(𝑧)𝑒

−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛽. (8)

Окончательно в пространстве трансформант обоих интегральных преобразова-
ний исходная задача запишется в форме

𝑇 ′′
𝛼𝛽(𝑧)−𝑁2𝑇𝛼𝛽(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ (0, ℎ), (9)

𝑇 ′
𝛼𝛽(0) = 0, 𝑇𝛼𝛽(ℎ) = 𝑓𝛼𝛽 , (10)

где

𝑓𝛼𝛽 =

∫︁ ∞

−∞
𝑓𝛼(𝑦)𝑒

𝑖𝛽𝑦𝑑𝑦, 𝑁2 = 𝛼2 + 𝛽2.

Общее решение уравнения (9) строится в форме

𝑇𝛼𝛽(𝑧) = 𝐶1 sinh𝑁𝑧 + 𝐶2 cosh𝑁𝑧.

Удовлетворив граничные условия (10), найдем постоянные

𝐶1 = 0, 𝐶2 =
𝑓𝛼𝛽

cosh𝑁ℎ
.

Решение задачи (9)–(10) в трансформантах преобразований (5), (8) имеет вид

𝑇𝛼𝛽(𝑧) = 𝑓𝛼𝛽 · cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ

. (11)

Применяя последовательно обратные преобразования (5), (8) к формуле (11),
построим точное решение исходной задачи

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2

𝜋

1

2𝜋

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

−∞
𝑓𝛼𝛽 · cosh𝑁𝑧

cosh𝑁ℎ
· cos𝛼𝑥 · 𝑒−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽. (12)

Учитывая представление (10), перепишем решение в виде

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
𝜋2

∫︀∞
0

∫︀∞
−∞

[︁∫︀∞
0

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝜉, 𝜂) cos𝛼𝜉 · 𝑒𝑖𝛽𝜂𝑑𝜉𝑑𝜂

]︁
·

· cosh𝑁𝑧cosh𝑁ℎ · cos𝛼𝑥 · 𝑒−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽.
(13)

В формуле (13) изменим порядок интегрирования.

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
𝜋2

∫︀∞
0

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝜉, 𝜂)·

·
[︁∫︀∞

0

∫︀∞
−∞

cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ · cos𝛼𝜉 · cos𝛼𝑥 · 𝑒𝑖𝛽𝜂 · 𝑒−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽

]︁
𝑑𝜉𝑑𝜂.
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Применение формулы (1.314(3), [6]) позволяет записать построенное решение

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
2𝜋2

∫︀∞
0

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝜉, 𝜂)

[︁∫︀∞
0

∫︀∞
−∞

cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ ·

·[cos𝛼(𝑥− 𝜉) + cos𝛼(𝑥+ 𝜉)] · 𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝜂)𝑑𝛼𝑑𝛽
]︀
𝑑𝜉𝑑𝜂.

(14)

Рассмотрим внутренние интегралы и воспользуемся четностью подынтегральной
функции по переменной 𝛼. Используя тот факт, что интеграл от нечетной функ-
ции в симметричных пределах равен нулю, вычтем в формуле (14) под знаком
интеграла слагаемые.

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
4𝜋2

∫︀∞
−∞

∫︀∞
−∞

cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ · [cos𝛼(𝑥− 𝜉) + cos𝛼(𝑥+ 𝜉)−

−𝑖 sin𝛼(𝑥− 𝜉)− 𝑖 sin𝛼(𝑥+ 𝜉)] · 𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝜂)𝑑𝛼𝑑𝛽.

Воспользовавшись формулой Эйлера, получим выражение для температуры

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
4𝜋2

∫︀∞
0

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝜉, 𝜂)

[︁∫︀∞
−∞

∫︀∞
−∞

cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ ·

·[𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝜉)] · 𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝜂)𝑑𝛼𝑑𝛽
]︀
𝑑𝜉𝑑𝜂.

(15)

Воспользуемся формулой [5], учитывая, что 𝑁2 = 𝛼2 + 𝛽2,

1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐹 (
√︀
𝛼2 + 𝛽2)𝑒−𝑖𝛼𝑥−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽 =

∫︁ ∞

0

𝑡𝐹 (𝑡)𝐽0(𝑡
√︀
𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑡, (16)

где 𝐽0(𝑡) — функция Бесселя.
Обозначим

J0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂) = 𝐽0(𝑡
√︀
(𝑥− 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2) + 𝐽0(𝑡

√︀
(𝑥+ 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2).

С учетом формулы (16) выражение для температуры (15) запишется в виде

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝜉, 𝜂)

[︂∫︁ ∞

0

𝑡
cosh 𝑡𝑧

cosh 𝑡ℎ
· J0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)𝑑𝑡

]︂
𝑑𝜉𝑑𝜂. (17)

В результате, исходя из постановки задачи, для случая, когда в граничном усло-
вии (3) зададим 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐶, 𝐶 – const, получим точное решение исходной задачи

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝐶

2𝜋

∫︁ 𝐴

0

∫︁ 𝐵

−𝐵

[︂∫︁ ∞

0

𝑡
cosh 𝑡𝑧

cosh 𝑡ℎ
· J0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)𝑑𝑡

]︂
𝑑𝜉𝑑𝜂. (18)

3. Методика вычисления кратных интегралов в полученном реше-
нии.

Поменяем порядок интегрирования в интеграле (18)

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝐶

2𝜋

∫︁ ∞

0

𝑡
cosh 𝑡𝑧

cosh 𝑡ℎ
·

[︃∫︁ 𝐴

0

∫︁ 𝐵

−𝐵
J0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂

]︃
𝑑𝑡 (19)
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и рассмотрим внутренние интегралы. Используя формулу Н. Я. Сонина [4], мож-
но записать

𝐽0(𝑡
√︀
(𝑥± 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2) =

2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

cos[𝑡 cos𝜓(𝑥± 𝜉)] cos[𝑡 sin𝜓(𝑦 − 𝜂)]𝑑𝜓.

Подставим данное выражение в формулу (19), вычислим входящие повторные
интегралы и проделаем некоторые элементарные преобразования.

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶
4𝐴𝐵

𝜋2

∫︁ 𝜋/2

0

∫︁ ∞

0

𝑡
cosh 𝑡𝑧

cosh 𝑡ℎ
𝑆𝐴,𝐵𝑡 (𝜓) cos(𝑡𝑥 cos𝜓) cos(𝑡𝑦 sin𝜓)𝑑𝜓𝑑𝑡. (20)

Здесь принято обозначение

𝑆𝐴,𝐵𝑡 (𝜓) = (𝑡𝐴 cos𝜓)−1 sin(𝑡𝐴 cos𝜓)(𝑡𝐵 sin𝜓)−1 sin(𝑡𝐵 sin𝜓).

Рассмотрим интеграл

𝐽𝐴,𝐵𝑡 (𝑥, 𝑦) =
4𝐴𝐵

𝜋2

∫︁ 𝜋/2

0

𝑆𝐴,𝐵𝑡 (𝜓) cos(𝑡𝑥 cos𝜓) cos(𝑡𝑦 sin𝜓)𝑑𝜓, (21)

𝑆𝐴,𝐵𝑡 (𝜓) – бесконечно дифференцируемая по переменной 𝜓 функция. Кроме того
она является четной, что позволяет путь интегрирования в интеграле принять
равным (−𝜋/2, 𝜋/2), уменьшив его значение в 2 раза. Выбрав замену переменной

sin𝜓 = 𝜏, (22)

получим вместо соотношения (21)

𝐽𝐴,𝐵𝑡 (𝑥, 𝑦) =
2𝐴𝐵

𝜋2

∫︁ 1

−1

𝐹𝐴,𝐵𝑡,𝜏 (𝑥, 𝑦)
𝑑𝜏√
1− 𝜏2

,

где

𝐹𝐴,𝐵𝑡,𝜏 (𝑥, 𝑦) =
sin(𝑡𝐴

√
1− 𝜏2)

𝑡𝐴
√
1− 𝜏2

sin(𝑡𝐵𝜏)

𝑡𝐵𝜏
cos(𝑡𝑥

√︀
1− 𝜏2) cos(𝑡𝑦𝜏).

Полагая в интеграле 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, получим

𝐽𝐴,𝐵𝑡 (0, 0) =
2𝐴𝐵

𝜋2

∫︁ 1

−1

𝐹𝐴,𝐵𝑡,𝜏 (0, 0)
𝑑𝜏√
1− 𝜏2

=
2𝐴𝐵

𝜋

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐹𝐴,𝐵
𝑡,𝜏

(𝑁)
𝑘

(0, 0), (23)

𝜏
(𝑁)
𝑘 = cos

2𝑘 − 1

2𝑁
𝜋, 𝑘 = 1, 𝑁, (24)

𝜏
(𝑁)
𝑘 – нули многочлена Чебышева 1-го рода.

Второе равенство в соотношении (23) записано на основании квадратурной
формулы наивысшей степени точности [5]. Подставив полученное равенство (23)
в выражение для температуры (20), получим

𝑇 (0, 0, ℎ) = 2𝐶
𝜋𝑁

∑︀𝑁
𝑘=1

∫︀∞
0
𝑡𝐹𝐴,𝐵𝑡,𝜏 (0, 0)𝑑𝑡 =

= 2𝐶
𝜋𝑁

∑︀𝑁
𝑘=1

∫︀∞
0

sin(𝑡𝐴
√

1−𝜏2
𝑘) sin(𝑡𝐵𝜏𝑘)

𝑡𝐴
√

1−𝜏2
𝑘𝐵𝜏𝑘

𝑑𝑡,

(25)
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или в общем случае

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝐶
𝜋𝑁

∑︀𝑁
𝑘=1

∫︀∞
0

cosh 𝑡𝑧
cosh 𝑡ℎ

sin(𝑡𝐴
√

1−𝜏2
𝑘) sin(𝑡𝐵𝜏𝑘)

𝑡𝐴
√

1−𝜏2
𝑘𝐵𝜏𝑘

·

· cos(𝑡𝑥
√︀
1− 𝜏2𝑘 ) sin(𝑡𝑦𝜏𝑘)𝑑𝑡.

(26)

Воспользуемся формулой (3.741(1), [6]):∫︁ ∞

0

sin𝑚𝑥 sin𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

1

4
ln

[︂
𝑚+ 𝑛

𝑚− 𝑛

]︂2
, 𝑚 > 0, 𝑛 > 0, 𝑚 ̸= 𝑛. (27)

Заметим, что при 𝑚 = 0, 𝑛 ̸= 0 или 𝑛 = 0, 𝑚 ̸= 0 формула не противоречива,
также возможно 𝑛 < 0 (𝑚 < 0).

Для вычисления по формуле (27) существенным условием является требо-
вание 𝑚 ̸= 𝑛, т. е. 𝐴

√︀
1− 𝜏2𝑘 ̸= 𝐵𝜏𝑘. Если 𝐵/𝐴 = 1, то для определенности

необходимо выполнение условия
√
1− 𝜏2 − 𝜏 ̸= 0, или исходя из произведенной

замены (22), cos𝜓 ̸= sin𝜓, т. е. 𝜓 ̸= 𝜋
4 или 𝜏 ̸= ± 1√

2
.

Рассмотрим случай 𝐴 ̸= 𝐵. Учитывая формулу (25), получим

𝑇 (0, 0, ℎ) =
𝐶

2𝜋𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀
1− 𝜏2𝑘

ln

[︃√︀
1− 𝜏2𝑘 + (𝐵/𝐴)𝜏𝑘√︀
1− 𝜏2𝑘 − (𝐵/𝐴)𝜏𝑘

]︃2
. (28)

Если 𝑁 – четное число, то исходя из свойств логарифма, выражение для темпе-
ратуры примет вид

𝑇 (0, 0, ℎ) =
𝐶

𝜋𝑁

𝑁/2∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏2𝑘
ln

[︃√︀
1− 𝜏2𝑘 + (𝐵/𝐴)𝜏𝑘√︀
1− 𝜏2𝑘 − (𝐵/𝐴)𝜏𝑘

]︃2
. (29)

Здесь также использовано свойство нулей многочлена (24):

𝜏𝑁 = −𝜏1, 𝜏𝑁−1 = −𝜏2, ...,

т. е. имеется ровно 𝑁 корней, расположенных симметрично в промежутке (−1, 1).
Можно заметить, что при нечетном 𝑁 будет существовать корень 𝜏(𝑁+1)/2, что
приведет к сингулярности в формуле (28). Для данного случая рассмотрен пре-
дельный переход при 𝜀→ 0, 𝜏𝑘 = 𝜏𝑘+𝜀, 𝜏𝑘 = 0, 𝑘 = (𝑁+1)/2. Используя правило
Лопиталя имеем

𝑇 (0, 0, ℎ) =
𝐶

𝜋𝑁

⎡⎣2𝐵
𝐴

+
1

2

𝑁∑︁
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑁+1

2

1

𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏2𝑘
ln

[︃√︀
1− 𝜏2𝑘 + (𝐵/𝐴)𝜏𝑘√︀
1− 𝜏2𝑘 − (𝐵/𝐴)𝜏𝑘

]︃2⎤⎦ . (30)

4. Анализ численных результатов.
Рассмотрим три случая локального распределения температуры по участкам

различного размера [4]: 1)𝐵/𝐴 = 1/2 – температура распределена по квадрату;
2)𝐵/𝐴 = 2 – по прямоугольнику, вытянутому вдоль оси 𝑦; 3)𝐵/𝐴 = 1/4 – по
прямоугольнику, вытянутому вдоль оси 𝑥. Для случая, когда число узлов 𝑁 в
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формуле (29) выбиралось равным 𝑁 = 70, а 𝐶 = 1, значение температуры в
угловой точке слоя для трех случаев было равно соответственно:

𝑇 (0, 0, ℎ) = 0,999445; 𝑇 (0, 0, ℎ) = 0,999444; 𝑇 (0, 0, ℎ) = 0,998545.

Достоверность полученных результатов проверялась на основании формулы 3.364
(2), [6]. Также обосновать результат можно непосредственно, рассматривая гра-
ничное условие (3) задачи. Исходя из применяемых интегральных преобразова-
ний (5), (8), можно найти трансформанту заданной функции:

𝑓𝛼(𝑦) =

∫︁ ∞

0

𝑓(𝑥, 𝑦) cos𝛼𝑥𝑑𝑥 = 𝐶 ·
∫︁ 𝐴

0

cos𝛼𝑥𝑑𝑥 = 𝐶 · sin𝛼𝐴
𝛼

,

𝑓𝛼𝛽 =

∫︁ ∞

−∞
𝑓𝛼(𝑦)𝑒

𝑖𝛽𝑦𝑑𝑦 = 𝐶 · sin𝛼𝐴
𝛼

∫︁ 𝐵

−𝐵
𝑒𝑖𝛽𝑦𝑑𝑦 =

= 𝐶 · sin𝛼𝐴
𝛼

· 2(𝑒
𝑖𝛽𝐵 − 𝑒−𝑖𝛽𝐵)

2𝑖𝛽
= 2𝐶 · sin𝛼𝐴

𝛼
· sin𝛽𝐵

𝛽
.

Подставим полученную трансформанту в формулу (12) и найдем значение в уг-
ловой точке слоя, т. е.

𝑇 (0, 0, ℎ) =
2𝐶

𝜋2

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

−∞

sin𝛼𝐴

𝛼

sin𝛽𝐵

𝛽
𝑑𝛼𝑑𝛽 =

=
4𝐶

𝜋2

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

sin𝛼𝐴

𝛼

sin𝛽𝐵

𝛽
𝑑𝛼𝑑𝛽 =

4𝐶

𝜋2
· 𝜋
2
· 𝜋
2
= 𝐶,

здесь воспользовались четностью подынтегральной функции по переменной 𝛽 и
формулой (3.721(1), [6]).

На рисунках 1, 2 и 3 приведены значения температуры (26) на поверхности
𝑧 = ℎ/2, 0 < 𝑥 < 2𝐴, −2𝐵 < 𝑦 < 2𝐵 при толщине слоя ℎ = 1 для 𝐶 = 1. Эти три
случая соответствуют участкам 𝐵/𝐴 = 1/2, 𝐵/𝐴 = 2, 𝐵/𝐴 = 1/4. Как видно из
анализа полученных графиков, максимальное значение температуры, равное 0,7,
достигается при размере участка нагрева 𝐵/𝐴 = 2. При размере 𝐵/𝐴 = 1/4 до-
стигается минимальное значение температуры на исследуемой поверхности. Для
всех трех случаев характерно расположение экстремальных значений на границе
области. При увеличении толщины слоя (ℎ = 2) общая картина распределения
температуры на рассматриваемой поверхности сохраняется при уменьшении ее
абсолютных значений (см. рис. 4, случай 𝐵/𝐴 = 1/2).

Заключение.

1. Получено точное решение задачи стационарной теплопроводности для слоя.
2. Исследовано значение температуры при различных параметрах площадки

распределения температуры, приведены численные результаты.
3. Приведена методика вычисления кратных интегралов, содержащих цилин-

дрическую функцию.
4. Построенное решение используется в дальнейшем решении задачи несвяз-

ной термоупругости.
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