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Закирова Г. А., Кириллов Е. В. Регуляризованный L-след одного возму-

щенного оператора. В данной работе с помощью модифицированного резольвент-

ного метода получена формула относительного регуляризованного следа возмущенного

дискретного самосопряженного оператора.
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Zakirova G. A., Kirillov E. V. L-regularized trace of one of the perturbed

operator. In this paper, using the modified method of the resolvent,getting a formula of

relative regularized trace for an perturbed discrete and self-adjoint operator.
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Введение. Истоки теории регуляризованных следов относят к работе
И. М. Гельфанда, Б. М. Левитана 1953 г. [1], в которой была найдена асимпто-
тика собственных чисел оператора Штурма-Лиувилля. В 60-е годы эта теория
была практически завершена для обыкновенных дифференциальных операторов
работами В. Б. Лидского, В. А. Садовничего [2, 3, 4].

Вычисление регуляризованных следов является одной из важнейших задач
спектрального анализа. Не всегда удается напрямую найти асимптотику соб-
ственных чисел операторов или же это сопровождается большими трудностями.
Метод регуляризованных следов позволяет значительно упростить поиск асимп-
тотики собственных чисел.

При работе с сингулярными операторами или операторами с неядерной ре-
зольвентой вычислить регуляризованный след удается не всегда. В связи с этим
в 2005 году в работе [5] А. И. Седовым была выдвинута идея использования так
называемых относительных регуляризованных следов. Терминология и основные
утверждения были взяты из теории уравнений соболевского типа, разработанной
Г. А. Свиридюком [6] и его учениками.

Имеет место и практическая значимость. Например, формула регуляризо-
ванного следа оператора Штурма-Лиувилля описывает закон сохранения энер-
гии динамической системы, описываемой уравнением Кортевега—Де Фриза [7].
Формулы регуляризованных следов, вычисленные И. М. Лифшицом в работе [8],
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имеют следующий физический смысл: с их помощью было найдено изменение
свободной энергии кристалла при внедрении в него чужеродной примеси.

Рассмотрим уравнение Дзекцера

(𝑎2 −Δ)𝑢𝑡 = 𝛼Δ𝑢− 𝛽Δ2𝑢+ 𝑓,

моделирующее эволюцию свободной поверхности фильтрующейся жидкости [9].
Здесь параметры 𝛼, 𝛽 > 0, 𝑎2 ∈ R характеризуют среду, свободный член 𝑓 = 𝑓(𝑥)
соответствует источникам (стокам) жидкости.

В данной работе рассматривается одномерный случай, т. е. △ = 𝜕2

𝑑𝑥2 .
Зададим операторы 𝑇, 𝐿 : 𝑈 → 𝐹 формулами

𝑇 = 𝛼Δ− 𝛽Δ2, Δ =
𝑑2

𝑑𝑥2
, 𝐿 = 𝑎2 −Δ, (1)

причем

𝐹 =𝑊 𝑘
2 (0, 𝜋), 𝑘 ∈ N

⋃︁
{0},

𝑈 =
{︀
𝑊 𝑘+2

2 (0, 𝜋) : 𝑢(0) = 𝑢(𝜋) = 0},

𝑑𝑜𝑚𝑇 =
{︀
𝑢 ∈𝑊 𝑘+2

2 (0, 𝜋) : 𝑢′′(0) = 𝑢′′(𝜋) = 0
}︀ ⋂︁

𝑈.

Пусть 𝑃 — оператор умножения на, вообще говоря, комплекснозначную функцию
𝑝 ∈ 𝐶2(0, 𝜋), удовлетворяющую условию:

𝑝′(0) = 𝑝′(𝜋).

Рассмотрим оператор 𝑇 + 𝑃 . Обозначим через {𝜈𝑛}∞𝑛=1 = 𝜎𝐿(𝑇 + 𝑃 ) — где 𝜈𝑛
занумерованы в порядке невозрастания их действительных частей с учетом ал-
гебраической кратности.

Введем необходимые определения:

Определение 1. [10] 𝜌𝐿(𝑇 ) = {𝜇 ∈ C : (𝜇𝐿 − 𝑇 )−1 ∈ ℒ(𝐹 ;𝑈)} — резоль-
вентное множество оператора 𝑇 относительно оператора 𝐿.

Определение 2. [10] Множество 𝜎𝐿(𝑇 ) = C ∖ 𝜌𝐿(𝑇 ).

Определение 3. [10] 𝑅0(𝜇) = (𝜇𝐿− 𝑇 )−1 — 𝐿-резольвента оператора 𝑇 .

Определение 4. [10] 𝑅(𝜇) = (𝜇𝐿 − 𝑇 − 𝑃 )−1 — 𝐿-резольвента оператора
𝑇 + 𝑃 .

Основные результаты.

Рассмотрим операторы 𝑇 и 𝐿, заданные формулой (1). Очевидно, что

𝜇𝑛 = 𝜆𝑛
𝛽𝜆𝑛 − 𝛼

𝜆𝑛 − 𝑎2
, (2)

где {𝜆𝑛}∞𝑛=1 = 𝜎(Δ) — собственные числа оператора Лапласа, порожденного кра-
евой задачей Дирихле:
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Δ𝑢 = 𝑎2𝑢, 𝑢(0) = 𝑢(𝜋) = 0.

Известно, что
𝜆𝑛 = −𝑛2.

Для оператора 𝐿 имеем:

𝐿𝜙𝑠 = (𝑎2 −Δ)𝜙𝑠 = (𝑎2 − 𝜆𝑠)𝜙𝑠 =
{︁(𝑎2−𝜆𝑠)𝜙𝑠,𝑎

2 ̸=𝜆𝑠

0,𝑎2=𝜆𝑠

,

поэтому:

𝑅𝐿0 (𝜇)𝜙𝑠 =

⎧⎨⎩
𝜙𝑠

𝜇− 𝜇𝑠
, 𝑎2 ̸= 𝜆𝑠,

0, 𝑎2 = 𝜆𝑠,
(3)

𝑅0(𝜇)𝜙𝑠 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙𝑠

𝛽𝑎4 − 𝛼𝑎2
, 𝑎2 = 𝜆𝑠,

𝜙𝑠
(𝜇− 𝜇𝑠)(𝑎2 − 𝜆𝑠)

, 𝑎2 ̸= 𝜆𝑠.
(4)

Очевидно, что операторы 𝑅0(𝜇), 𝑅
𝐿
0 (𝜇), 𝜇 ∈ 𝜌(𝑇 ), являются ядерными, по-

скольку ряды из собственных чисел данных операторов сходятся.
Выберем 𝛾𝑛 = {𝜇 : |𝜇− 𝜇𝑛| = 𝑟𝑛, 𝑟𝑛 = 𝑛𝛽 − 𝛽

2 }.

1. Необходимые утверждения

Лемма 1. Если при 𝜇 ∈ 𝛾𝑛 ‖𝑃𝑅0(𝜇)‖ = 𝑞 < 1, то справедливо равенство

𝐿𝑅(𝜇) = 𝐿𝑅0(𝜇) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝐿𝑅0(𝜇). (5)

Доказательство.

Рассмотрим тождество

𝜇𝐿− 𝑇 − 𝑃 = (I− 𝑝𝑅0(𝜇))(𝜇𝐿− 𝑇 ).

Так как ‖𝑃𝑅0(𝜇)‖ < 1, то существует линейный ограниченный оператор

𝑅(𝜇) = (𝜇𝐿− 𝑇 − 𝑃 )−1 = 𝑅0(𝜇)(I− 𝑝𝑅0(𝜇))
−1.

Из этого соотношения следует, что 𝑅(𝜇) = 𝑅0(𝜇)𝐵(𝜇), где 𝐵(𝜇) — некоторый
ограниченный оператор. Поскольку 𝑇 — дискретный оператор, то 𝑅0(𝜇) явля-
ется вполне непрерывным, следовательно, 𝑅(𝜇) есть также вполне непрерывный
оператор, т. е. оператор 𝑇 + 𝑃 является дискретным. Из последнего соотно-
шения также следует, что 𝑅(𝜇) — ядерный оператор, для которого справедливо
разложение в сходящийся по норме ряд:

𝑅(𝜇) = 𝑅0(𝜇) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝑅0(𝜇),
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отсюда, домножив предыдущее тождество на 𝐿 слева, получим

𝐿𝑅(𝜇) = 𝐿𝑅0(𝜇) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝐿𝑅0(𝜇).

Лемма 2. Пусть 𝜇 ∈ 𝜌𝐿(𝑇 ), тогда выполняется следующая оценка:

‖𝐿𝑅0(𝜇)‖ ≤ 1

𝜌(𝜇, 𝜎𝐿(𝑇 ))
, (6)

здесь 𝜌(𝜇, 𝜎𝐿(𝑇 )) означает расстояние от точки 𝜇 до 𝐿-спектра оператора 𝑇 .
Доказательство.

Пусть 𝜆 ∈ 𝜌𝐿(𝑇 ). Известно представление 𝐿-резольвенты оператора 𝑇 в виде
ряда Неймана

𝑅0(𝜆) = 𝑅0(𝜇)

∞∑︁
𝑘=0

(𝜇− 𝜆)𝑘(𝐿𝑅0(𝜇)).

Очевидно, что ряд в правой части абсолютно сходится, по крайней мере для
тех 𝜆, которые удовлетворяют условию |𝜆− 𝜇| < 1

‖𝐿𝑅0(𝜇)‖ .

Отсюда получим

‖𝐿𝑅0(𝜇)‖ ≤ 1

𝜌(𝜇, 𝜎𝐿(𝑇 ))
.

2. Вычисление относительного регуляризованного следа возмущен-
ного оператора 𝑇 + 𝑃

Рассмотрим норму разности проекторов Рисса:⃦⃦⃦ 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

(𝑅(𝜇)−𝑅0(𝜇))𝑑𝜇
⃦⃦⃦
≤
∫︁
𝛾𝑛

‖𝑅0(𝜇)𝑃‖ · ‖𝑅(𝜇)‖|𝑑𝜇| <

<

∫︁
𝛾𝑛

‖𝑅0(𝜇)𝐿‖ · ‖𝑅(𝜇)‖|𝑑𝜇| < 1.

Поэтому все корневые подпространства оператора 𝑇 + 𝑃 имеют такую же раз-
мерность, что и оператор 𝑇 , следовательно, спектр оператора 𝑇 + 𝑃 в данном
случае будет однократным. Рассмотрим ряд (5)

𝐿𝑅(𝜇) = 𝐿𝑅0(𝜇) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝐿𝑅0(𝜇).

Умножим правую и левую части данного равенства на
𝜇

2𝜋𝑖
и проинтегрируем

полученное равенство по контуру 𝛾𝑛. Получим

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝐿𝑅(𝜇)𝑑𝜇 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇+

∞∑︁
𝑘=1

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇.
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Найдем матричный след от обеих частей полученного равенства, при этом
воспользуемся ядерностью операторов 𝑇 и 𝑇 + 𝑃 .

𝑆𝑝
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇 = 𝑆𝑝
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘
𝜇− 𝜇𝑘

𝑑𝜇 = 𝜇𝑛𝑆𝑝𝑃𝑛 = 𝜇𝑛

∞∑︁
𝑠=1

(𝑃𝑛𝜙𝑠, 𝜙𝑠) =

= 𝜇𝑛

∞∑︁
𝑠=1

(︁
(𝜙𝑠, 𝜙𝑛)𝜙𝑛, 𝜙𝑠

)︁
= 𝜇𝑛

∞∑︁
𝑠=1

(︁
(𝜙𝑠, 𝜙𝑛)(𝜙𝑛, 𝜙𝑠)

)︁
= 𝜇𝑛.

Аналогично,

𝑆𝑝
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝐿𝑅(𝜇)𝑑𝜇 = 𝜈𝑛.

Для оценок поправок теории возмущений используем следующую лемму, из-
вестную из [11]:

Лемма 3. При 𝜇 ∈ 𝛾𝑛 справедлива следующая оценка

‖𝑅0(𝜇)‖ = 𝑂(𝑛−2).

Оценим 𝑙-ю поправку теории возмущений.

|𝛼𝑙𝑛| = |𝑆𝑝 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇(𝑅0(𝜇)𝑃 )
𝑙𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇| =

1

2𝜋𝑙
|
∫︁
𝛾𝑛

𝑆𝑝(𝑃𝑅0)
𝑙𝑑𝜇| ≤

≤ 1

2𝜋𝑙

∫︁
𝛾𝑛

|𝑆𝑝(𝑃𝑅0)
𝑙| * |𝑑𝜇| ≤ 1

2𝜋𝑙

∫︁
𝛾𝑛

max
𝜇∈𝛾𝑛

‖(𝑃𝑅0)
𝑙‖1|𝑑𝜇| =

=
1

2𝜋𝑙
max
𝜇∈𝛾𝑛

‖(𝑃𝑅)𝑙‖1
∫︁
𝛾𝑛

|𝑑𝜇| ≤ 𝑟𝑛
𝑙
max
𝜇∈𝛾𝑛

‖(𝑃𝑅0)
𝑙−2‖ * max

𝜇∈𝛾𝑛
‖(𝑃𝑅0)

2‖1 ≤

≤ 𝑟𝑛
𝑙
max
𝜇∈𝛾𝑛

‖(𝑃𝑅0)
𝑙−2‖ · max

𝜇∈𝛾𝑛
‖(𝑃𝑅0)‖22 ≤ 𝑟𝑛‖𝑃‖𝑙

𝑙
max
𝜇∈𝛾𝑛

‖𝑅0‖𝑙−2 · max
𝜇∈𝛾𝑛

‖𝑅0‖22 =

=
𝑟𝑛‖𝑃‖𝑙

𝑙
· 1

𝑟𝑙−2
𝑛

· max
𝜇∈𝛾𝑛

‖𝑅0‖22 = 𝑂(𝑛1−𝑙).

Вычислим первую поправку теории возмущений, используя равенства (3),
(4):

𝛼1
𝑛 = 𝑆𝑝

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝑅0(𝜇)𝑃𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝑆𝑝(𝑅0(𝜇)𝑃𝐿𝑅0(𝜇))𝑑𝜇 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

∞∑︁
𝑠=1

(𝑅0(𝜇)𝑃𝐿𝑅0𝜙𝑠, 𝜙𝑠)𝑑𝜇 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

∞∑︁
𝑠=1

(𝑃𝑅2
0(𝜇)𝐿𝜙𝑠, 𝜙𝑠)𝑑𝜇 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

∞∑︁
𝑠=1

(𝑃𝜙𝑠, 𝜙𝑠)

(𝜇− 𝜇𝑠)2(𝑎2 − 𝜆𝑠)
𝑑𝜇 =

1

2𝜋𝑖

∞∑︁
𝑠=1

(𝑃𝜙𝑠, 𝜙𝑠)

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

(𝜇− 𝜇𝑠)2(𝑎2 − 𝜆𝑠)
𝑑𝜇 =
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=
1

2𝜋𝑖
(𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛)

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

(𝜇− 𝜇𝑛)𝑛(𝑎2 − 𝜆𝑛)
𝑑𝜇 =

=
1

2𝜋𝑖
(𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛)

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝑑𝜇

(𝜇− 𝜇𝑛)2(𝑎2 − 𝜆𝑛)
=

(𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛)

𝑎2 − 𝜆𝑛
.

Вычислим (𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛). В качестве {𝜙𝑛} возьмем ортонормированный набор
собственных функций оператора Лапласа, занумерованный по невозрастанию
собственных значений 𝜆𝑘 с учетом их кратности.

(𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛) =

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝜙𝑛2 (𝑥)𝑑𝑥 =
2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥) sin2(𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

=
2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)(
1− cos(2𝑛𝑥)

2
)𝑑𝑥 =

1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥− 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥) cos(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

=
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+
1

2𝜋𝑛

∫︁ 𝜋

0

𝑝′(𝑥) sin(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

=
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+
1

4𝜋𝑛2

∫︁ 𝜋

0

𝑝′′(𝑥) cos(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

=
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝′′(𝑥) cos(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜋

∫︁ 𝑝𝑖

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+𝑂(𝑛−2).

С учетом произведенных вычислений получим

𝛼1
𝑛 =

2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+
1

2𝜋𝑛2

∫︁ 𝜋

0

𝑝′′(𝑥) sin(𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝑎2 − 𝜆𝑛
=

2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+𝑂(𝑛−2)

𝑎2 − 𝜆𝑛
.

Вычислим вторую поправку:

𝛼2
𝑛 = −1

2

∞∑︁
𝑚=1,
𝑚̸=𝑎,
𝑚 ̸=𝑛

[︁ (𝑃𝑣𝑚, 𝑣𝑛)(𝑃𝑣𝑛, 𝑣𝑚)(𝜆𝑛 − 𝑎2)

(𝛽𝜆2𝑚 − 𝛼𝜆𝑚)(𝜆𝑛 − 𝑎2)− (𝛽𝜆2𝑛 − 𝛼𝜆𝑛)(𝜆𝑚 − 𝑎2)

]︁
−

−
[︁ (𝑃𝑣𝑛, 𝑣𝑎)(𝑃𝑣𝑎, 𝑣𝑛)

𝛽𝑎4 − 𝛼𝑎2

]︁
𝑛 ̸=𝑎

≤ 𝑂(1)

∞∑︁
𝑚=1,
𝑚̸=𝑎,
𝑚 ̸=𝑛

1

(𝑛−𝑚)5𝑛
−𝑂(𝑛−4) = 𝑂(𝑛−4).

Сводя воедино все вычисления, получим что ряд

∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝜈𝑛 − 𝜇𝑛 − 2

𝜋(𝑎2 − 𝜆𝑛)

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥
]︁

сходится.
Таким образом, доказана следующая:
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Теорема 1. Если выполнены условия

1) 𝑝′(0) = 𝑝′(𝜋),

2) ‖𝑃‖ < 𝛽
2 ,

3) 𝑝(𝑥) ∈ 𝐶2
[0,𝜋],

тогда справедлива формула относительного регуляризованного следа возмущен-
ного оператора 𝑇 + 𝑃 :

∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝜈𝑛 − 𝜇𝑛 − 2

𝜋(𝑎2 − 𝜆𝑛)

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥
]︁
= 0.

Заключение. Было показано, что в условиях поставленной задачи воз-
мущенный оператор имеет дискретный спектр, и получена формула его относи-
тельного регуляризованного следа.
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