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IСНУВАННЯ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ ДЕЯКИХ
КЛАСIВ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

З IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

Зима Г. С. Iснування оптимального керування для деяких класiв систем

диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Для деяких класiв iмпульсних си-

стем отримано умови iснування оптимальних керувань в термiнах правих частин та

критерiю якостi.
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Зима А. С. Существование оптимального управления для некоторых

классов систем дифференциальных уравнений с импульсным воздействием.

Для некоторых классов импульсных систем получены условия существования опти-

мальных управлений в терминах правых частей и критерия качества.
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Zima G. S. Existence of optimal controls for some classes of the systems of

differential equations with an impulsive action. It is showed the conditions of exis-

tence of optimal controls for some classes of the systems of differential equations in terms of

their right parts and cost function.
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Вступ. В данiй роботi розглядається задача оптимального керування си-
стемою диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю

�̇� = 𝐴(𝑡, 𝑥) +𝐵(𝑡, 𝑥)𝑢, 𝑡 ̸= 𝑡𝑖,

M 𝑥|𝑡=𝑡𝑖 = 𝑔𝑖(𝑥)𝑤𝑖, (1)

𝑥(0) = 𝑥0

з критерiєм якостi

𝐶(𝑢,𝑤) =
𝑇∫︀
0

[𝐴0(𝑡, 𝑥) +𝐵0(𝑡, 𝑢)]𝑑𝑡+𝐴1(𝑥(𝑡1), ..., 𝑥(𝑡𝑁 ), 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 )+

+𝐵1(𝑤1, ..., 𝑤𝑁 , 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ) → 𝑖𝑛𝑓,

(2)

де 𝑇 > 0 фiксоване, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑡𝑖 ∈ (0, 𝑇 ] — моменти iмпульсної дiї, 𝑁 = 𝑁(𝑇 ) <∞
— кiлькiсть моментiв iмпульсної дiї на (0, 𝑇 ].

Бiльш точна постановка задачi буде зроблена в основнiй частинi роботи.
Подiбнi задачi ранiше розглядалися в роботах багатьох авторiв. Так, в мо-

нографiї [1] така задача розглядалася з точки зору оптимальних iмпульсних ке-
рувань. Це означає, що керування присутнє лише в iмпульснiй частинi. Автори
запропонували розв’язання такої задачi методом квазiварiацiйних нерiвностей.

c○ Зима Г. С., 2013
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Методи розв’язання такої задачi з точки зору розривних динамiчних систем
з подальшим застосуванням принципу максимума розвивалися в роботах Л. Т.
Ащепкова та його учнiв (див. наприклад [2]), де є широка бiблiографiя.

В монографiї [3] для iмпульсних систем розвиваються варiацiйнi пiдходи в
комбiнацiї з принципом максимума. Вiдзначимо також роботи [4], [5], [6], де отри-
мано принцип максимума для систем з нефiксованими моментами iмпульсiв.

В роботi [7] задача оптимального керування iмпульсними системами зводить-
ся до задачi оптимального керування для рiвнянь з мiрами в деякому банаховому
просторi, при цьому в ролi керування виступають скiнченнi мiри. В результатi
задача набуває вигляду

𝑑𝑥 = 𝐴𝑥𝑑𝑥+ 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+ 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑣(𝑑𝑡) + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑑𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ 𝐼,

𝐽(𝑢) =

∫︁
𝐼

𝑙(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡+Ψ(𝑥(𝑇 )) + 𝜙(𝑢) → 𝑖𝑛𝑓,

тут 𝑢(𝑑𝑡) — мiра, що є параметром керування. При досить серйозних припущен-
нях, а саме:

1) лiпшицевiсть i лiнiйний рiст функцiй 𝑓, 𝑔, 𝐶 за змiнною 𝑥;
2) слабка компактнiсть множини допустимих керувань;

3) демiнеперервнiсть оператора 𝐿𝑡(𝑢) =
𝑡∫︀
0

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝐶(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑢(𝑑𝑠), 𝑡 ∈ 𝐼,

тут доводиться iснування оптимальних керувань для такої задачi.
В роботi [8] розглянута задача оптимального керування iмпульсною систе-

мою при нелокальних крайових умовах. За допомогою варiацiї керування тут
отриманi рiзнi необхiднi умови оптимальностi другого порядку.

Однак вiдзначимо, що отриманi в перерахованих вище роботах результати но-
сять в основному характер необхiдних умов iснування оптимального керування.
Виключення складає лише лiнiйний випадок, для якого з принципу максимума
можна отримати достатнi умови iснування оптимальностi. Тому актуальною є
задача отримання достатнiх умов оптимальностi для нелiнiйних iмпульсних си-
стем в термiнах їх правих частин та критерiя якостi, без застосування принципу
максимума. Результати, отриманi в роботi, є узагальненням результатiв роботи
[9] на iмпульсний випадок.

Робота складається зi вступу, постановки задачi, основного результату та при-
кладу.

Постановка задачi. Розглядається задача оптимального керування (1), (2),
де 𝑥0 ∈ R𝑛 — фiксований вектор, 𝑇 > 0 фiксоване, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑡𝑖 ∈ (0, 𝑇 ] —
моменти iмпульсної дiї, 𝑁 = 𝑁(𝑇 ) < ∞ — кiлькiсть моментiв iмпульсної дiї на
(0, 𝑇 ], 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ R𝑚, 𝑈 — замкнена опукла множина в R𝑚, що мiстить точку
0, 𝑤𝑖 (𝑖 = 1, 𝑁) ⊂ 𝑉 , 𝑉 — замкнена множина в R𝑟, що мiстить точку 0. Тут
𝐴(𝑡, 𝑥) — 𝑛-мiрна вектор-функцiя, 𝐵(𝑡, 𝑥) — 𝑛 × 𝑚-мiрна матриця, 𝑔𝑖 — 𝑛 × 𝑟-
мiрнi матрицi.

Функцiї 𝐴(𝑡, 𝑥), 𝐵(𝑡, 𝑥) вважаються неперервними за сукупнiстю змiнних 𝑡 ∈
[0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑔𝑖(𝑥) — неперервнi за 𝑥 ∈ R𝑛. Будемо вважати також, що для
них виконана умова лiнiйного по 𝑥 росту, тобто iснує стала 𝐾 > 0 така, що для
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] i 𝑥 ∈ R𝑛
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| 𝐴(𝑡, 𝑥) |≤ 𝐾(1+ | 𝑥 |),
‖ 𝐵(𝑡, 𝑥) ‖≤ 𝐾(1+ | 𝑥 |), | 𝑔𝑖 |≤ 𝐾(1+ | 𝑥 |), (3)

тут | · | — евклiдова норма вектора, а ‖ · ‖ — норма матрицi, узгоджена з нормою
вектора.

Вiдносно функцiй 𝐴0, 𝐵0, 𝐴1, 𝐵1, що входять до критерiю якостi (2), будемо
вважати, що вони є неперервними за сукупнiстю змiнних, причому 𝐴0 ≥ 0, 𝐴1 ≥
≥ 0, а 𝐵0 та 𝐵1 задовольняють умови:

𝐵0(𝑡, 𝑢) — опукла по 𝑢 та 𝐵0(𝑡, 𝑢) ≥ 𝑎|𝑢|𝑝
для деяких 𝑎 > 0 i 𝑝 > 1;

(4)

𝐵1(𝑤1, ..., 𝑤𝑁 , 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ) ≥ 𝑎(| 𝑤1 |𝑝 +...+ | 𝑤𝑁 |𝑝). (5)

Допустимими для задачi (1), (2) вважаються керування 𝑢 = 𝑢(𝑡) та вектори
𝑤1, ..., 𝑤𝑁 такi, що:

а) 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿𝑝[0, 𝑇 ], 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ];
б) 𝑤𝑖 ∈ 𝑉 𝑖 = 1, ..., 𝑁 ;
в) розв’язок задачi Кошi (1) 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑤, 𝑥0) визначений на [0, 𝑇 ].

Основнi результати. Основним результатом даної роботи є наступна
теорема

Теорема 1. Нехай для системи (1) з критерiєм якостi (2) виконуються пе-
рерахованi вище умови, тодi задача оптимального керування (1), (2) має розв’я-
зок в класi допустимих керувань.

Доведення. Спочатку вiдзначимо, що множина допустимих керувань непо-
рожня, оскiльки вона мiстить точку (0, 0), вiдповiдна даному керуванню система
(1) при цьому має вигляд

�̇� = 𝐴(𝑡, 𝑥),

𝑥(0) = 𝑥0,

i в силу неперервностi функцiї 𝐴(𝑡, 𝑥) i умови (3) розв’язок такої задачi Кошi
iснує на вiдрiзку [0, 𝑇 ].

Оскiльки критерiй якостi 𝐶(𝑢,𝑤) ≥ 0, то iснує невiд’ємна нижня границя 𝑚
значень 𝐶(𝑢,𝑤). Нехай 𝑢(𝑛), 𝑤(𝑛) — послiдовнiсть допустимих керувань таких,
що вiдповiдна послiдовнiсть 𝐶(𝑢(𝑛), 𝑤(𝑛)) → 𝑚 при 𝑛 → ∞. Вiдначимо, що при
досить великих 𝑛 виконується нерiвнiсть

𝐶(𝑢(𝑛), 𝑤(𝑛)) ≤ 𝑚+ 1.

Звiдси, та з (5) випливає оцiнка 𝑎
𝑁∑︀
𝑖=1

| 𝑤(𝑛)
𝑖 |𝑝≤ 𝑚 + 1. Останнє означає обмеже-

нiсть послiдовностi 𝑤
(𝑛)
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 . А тому з неї можна видiлити збiжну пiдпослi-

довнiсть. Без обмеження загальностi будемо вважати, що сама 𝑤
(𝑛)
𝑖 збiжна для

𝑖 = 1, 𝑁 , отже 𝑤
(𝑛)
𝑖 → 𝑤

(*)
𝑖 . При цьому в силу замкнутостi 𝑉 𝑤

(*)
𝑖 ∈ 𝑉 , 𝑖 = 1, 𝑁 .

З умови (3) також випливає, що при досить великих 𝑛
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𝑇∫︁
0

| 𝑢(𝑛)(𝑡) |𝑝 𝑑𝑡 ≤ 𝑚+ 1

𝑎
. (6)

Отже з послiдовностi 𝑢(𝑛)(𝑡) можна видiлити слабко збiжну пiдпослiдовнiсть. Не
втрачаючи загальностi, також будемо вважати, що сама 𝑢(𝑛)(𝑡) слабко збiгається
до 𝑢(*)(𝑡) ∈ 𝐿𝑝([0, 𝑇 ]), яка задовольняє нерiвнiсть (6).

Тодi за лемою Мазура [10, с. 173] знайдеться опукла комбiнацiя

𝑏𝑘(𝑡) =

𝑛(𝑘)∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝑢𝑖(𝑡)

елементiв 𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑈 (𝛼𝑖 ≥ 0,
𝑛(𝑘)∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1), що 𝑏𝑘 → 𝑢*, 𝑘 → ∞ за нормою 𝐿𝑝.

Отже, iснує збiжна майже скрiзь на [0,∞) за мiрою Лебега пiдпослiдовнiсть 𝑏𝑘𝑙 ,
що 𝑏𝑘𝑙 → 𝑢*(𝑡), 𝑙 → ∞ для майже всiх 𝑡. Оскiльки 𝑈 опукла i замкнена множина,

то
𝑛(𝑘)∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑈 . Тодi iз замкненостi множини 𝑈 випливає, що 𝑢*(𝑡) ∈ 𝑈 майже

для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
Проведемо тепер оцiнку розв’язкiв 𝑥(𝑛)(𝑡), що вiдповiдають керуванням (𝑢(𝑛)(𝑡),

𝑤
(𝑛)
𝑖 ). Для 𝑞 =

𝑝

𝑝− 1
маємо

|𝑥(𝑛)(𝑡)|𝑞 ≤ (| 𝑥0 | +
𝑡∫︁

0

| 𝐴(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠) || 𝑢(𝑛)(𝑠) | 𝑑𝑠+

+
∑︁

0≤𝑖<𝑡

|𝑔𝑖(𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)), 𝑤(𝑛)
𝑖 |)𝑞 ≤

≤ 3𝑞−1(| 𝑥0 |𝑞 +(

𝑡∫︁
0

[𝐾(1 + |𝑥𝑛(𝑠)|) +𝐾(1 + |𝑥𝑛(𝑠)|) | 𝑢(𝑛)(𝑠) |]𝑑𝑠)𝑞+

+(
∑︁

0<𝑖<𝑡

𝐾(1 + |𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|)|𝑤𝑖|)𝑞.

(7)

Оцiнимо окремо кожний з доданкiв:

(
𝑡∫︀
0

[𝐾(1 + |𝑥(𝑛)(𝑠)|) +𝐾(1 + |𝑥𝑛(𝑠)|) | 𝑢(𝑛)(𝑠) |]𝑑𝑠)𝑞 =

= 𝐾𝑞(
𝑡∫︀
0

(1 + |𝑥(𝑛)(𝑠)|)(1+ | 𝑢(𝑛)(𝑠) |)𝑑𝑠)𝑞 ≤

≤ 𝐾𝑞
𝑡∫︀
0

(1 + |𝑥(𝑛)(𝑠)|)𝑞𝑑𝑠 · (
𝑡∫︀
0

(1+ | 𝑢(𝑛)(𝑠) |)𝑝𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ≤

≤ 𝐾𝑞
𝑡∫︀
0

2𝑞−1(1 + |𝑥(𝑛)(𝑠)|)𝑞𝑑𝑠(2𝑝−1
𝑡∫︀
0

(1+ | 𝑢(𝑛)(𝑠) |)𝑝𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ≤

≤ (2𝐾)𝑞(𝑇 +
𝑡∫︀
0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠)(𝑇 +
𝑡∫︀
0

| 𝑢(𝑛)(𝑠) |𝑝 𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ) ≤

≤ ((2𝐾)𝑞𝑇 + (2𝐾)𝑞
𝑡∫︀
0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠)(𝑇 +
𝑡∫︀
0

| 𝑢(𝑛)(𝑠) |𝑝 𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ).

(8)
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Позначимо (2𝐾)𝑞𝑇 = 𝐶1. Оскiльки (𝑇 +
𝑡∫︀
0

| 𝑢(𝑛)(𝑠) |𝑝 𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ≤ (𝑇 + 𝑚

𝑎 )
𝑞
𝑝 = 𝐶2,

то, продовжуючи нерiвнiсть (8), матимемо, що другий доданок в нiй оцiнюється
величиною

𝐶1 + 𝐶2(2𝐾)𝑞
𝑡∫︁

0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠. (9)

Для оцiнки сумарного члена в (7) матимемо

(
∑︁

0<𝑖<𝑡

𝐾(1 + |𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|)|𝑤(𝑛)
𝑖 |)𝑞 ≤ 𝐾𝑞

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

(1 + |𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|)𝑞(
∑︁

0<𝑖<𝑡

|𝑤(𝑛)
𝑖 |𝑝)

𝑞
𝑝 ≤

≤ 𝐾𝑞
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

2𝑞−1(1 + |𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞)(
1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 ≤

≤ 𝐾𝑞(
1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 (
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

2𝑞−1 + 2𝑞−1
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

|𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞) ≤

≤ 𝐾𝑞(
1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 (2𝑞−1𝑁 + 2𝑞−1

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

|𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞) ≤ 𝐶4 + 𝐶5

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

|𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞,

де 𝐶4 = 𝐾𝑞(
1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 2𝑞−1𝑁, 𝐶5 = 𝐾𝑞(

1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 2𝑞−1. (10)

Iз (7) – (10) отримуємо нерiвнiсть

|𝑥(𝑛)(𝑡)|𝑞 ≤ 𝐶1 + 𝐶2(2𝐾)𝑞
𝑡∫︀
0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠+ 𝐶4 + 𝐶5

∑︀
0<𝑡𝑖<𝑡

|𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞 =

= 𝐶6 + 𝐶7

𝑡∫︀
0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠,
(11)

де 𝐶6 = 𝐶1 + 𝐶4, 𝐶7 = 𝐶2(2𝐾)𝑞.

З аналога нерiвностi Гронуолла — Беллмана [11, с. 30] маємо:

|𝑥(𝑛)(𝑡)|𝑞 ≤ 𝐶6𝑒
𝐶7𝑇

∏︁
0<𝑡𝑖<𝑡

(1 + 𝐶5) ≤ 𝐶6𝑒
𝐶7𝑇 (1 + 𝐶5)

𝑁 = 𝐶8 (12)

для 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Останнє означає рiвномiрну обмеженiсть розв’язкiв 𝑥(𝑛)(𝑡) для 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
На iнтервалi [0, 𝑡1] для будь-яких двох моментiв часу 𝑡′, 𝑡′′ (0 ≤ 𝑡′ ≤ 𝑡′′ ≤ 𝑡1)

маємо

𝑥(𝑛)(𝑡) = 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝐴(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠)𝑢(𝑛)(𝑠)𝑑𝑠,

|𝑥(𝑛)(𝑡′)− 𝑥(𝑛)(𝑡′′)| ≤
𝑡′′∫︁
𝑡′

|𝐴(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠)|+ |𝐵(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠)||𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠. (13)



Оптимальне керування деяких класiв iмпульсних систем 25

З (12) та умови лiнiйного росту випливає iснування сталої 𝐶 > 0, що для всiх 𝑛

|𝐴(𝑥(𝑛)(𝑡), 𝑡)| ≤ 𝐶, |𝐵(𝑥(𝑛)(𝑡), 𝑡)| ≤ 𝐶 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

А тому з (13), в силу неперервностi функцiй 𝐴 i 𝐵, отримуємо

|𝑥(𝑛)(𝑡′)− 𝑥(𝑛)(𝑡′′)| ≤ 𝐶|𝑡′′ − 𝑡′|+ 𝐶(

𝑡′′∫︁
𝑡′

|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑝𝑑𝑠)
1
𝑝 |𝑡′′ − 𝑡′|

1
𝑞 ,

|𝑥(𝑛)(𝑡′)− 𝑥(𝑛)(𝑡′′)| ≤ 𝐶|𝑡′′ − 𝑡′|+ 𝐶(
𝑚+ 1

𝑎
)

1
𝑝 |𝑡′′ − 𝑡′|

1
𝑞 . (14)

Нерiвнiсть(14)означає рiвностепеневу неперервнiсть послiдовностi функцiй𝑥(𝑛)(𝑡).
Тодi з (12) i (14) випливає iснування рiвномiрно збiжної пiдпослiдовностi 𝑥𝑘1(𝑡)
послiдовностi 𝑥(𝑛)(𝑡) на [0, 𝑡1]. Нехай 𝑥1(𝑡) — її границя. Позначимо 𝑥𝑘1(𝑡1 +0) =

= 𝑥𝑘1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥
𝑘1(𝑡1))𝑤

(𝑘1)
1 . При 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] розглянемо рiвняння

𝑥𝑘1(𝑡) = 𝑥𝑘1(𝑡1 + 0) +

𝑡∫︁
𝑡1

[𝐴(𝑥𝑘1(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥𝑘1(𝑠), 𝑠)𝑢(𝑠)]𝑑𝑠.

Аналогiчно попередньому доводиться компактнiсть послiдовностi 𝑥𝑘1(𝑡) на [𝑡1, 𝑡2]
в рiвномiрнiй метрицi. Отже iснує пiдпослiдовнiсть 𝑥𝑘2(𝑡) послiдовностi 𝑥𝑘1(𝑡)
така, що 𝑥𝑘2(𝑡) збiгається рiвномiрно до 𝑥2(𝑡) при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]. При 𝑘2 → ∞ маємо,
що 𝑥2(𝑡1+0) = 𝑥1(𝑡1)+𝑔1(𝑥1(𝑡1))𝑤

*
1 . Далi на iнтервалi [𝑡2, 𝑡3] розглядаємо рiвняння

𝑥𝑘2(𝑡) = 𝑥𝑘2(𝑡2 + 0) +

𝑡∫︁
𝑡2

[𝐴(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑢(𝑠)]𝑑𝑠.

Аналогiчно, iснує пiдпослiдовнiсть 𝑥𝑘3(𝑡) послiдовностi 𝑥𝑘2(𝑡) така, що 𝑥𝑘3(𝑡) збi-
гається рiвномiрно до 𝑥3(𝑡) при 𝑡 ∈ [𝑡2, 𝑡3].

Покажемо тепер, що функцiя

𝑥*(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1]

𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]

...

𝑥𝑁+1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑁 , 𝑇 ]

(15)

є розв’язком вихiдної задачi (1) для керувань (𝑢*, 𝑤*), тобто що 𝑥*(𝑡) задовiльняє
рiвняння

𝑥*(𝑡) = 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

[𝐴(𝑥*(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥*(𝑠), 𝑠)𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

𝑔𝑖(𝑥
*(𝑡𝑖))𝑤

*
𝑖 . (16)
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На вiдрiзку [0, 𝑡1] твердження очевидне. Покажемо, що при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] справедливе
рiвняння

𝑥2(𝑡) = 𝑥1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥1(𝑡1))𝑤
*
1 +

𝑡∫︁
𝑡1

[𝐴(𝑥2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)𝑢
*(𝑠)]𝑑𝑠. (17)

Оскiльки lim
𝑘2→∞

𝑥𝑘2(𝑡) = 𝑥2(𝑡) рiвномiрно за 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] i

𝑥𝑘2(𝑡) = 𝑥𝑘2(𝑡1 + 0) +

𝑡∫︁
𝑡1

[𝐴(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑢𝑘2(𝑠)]𝑑𝑠 (18)

({𝑘2} — пiдпослiдовнiсть послiдовностi {𝑘1}), то 𝑥𝑘2(𝑡1 + 0) → 𝑥2(𝑡1 + 0) i

𝑥𝑘2(𝑡1 + 0) = 𝑥𝑘2(𝑡1) + 𝑔1(𝑥
𝑘2(𝑡1))𝑤

𝑘2
1 → 𝑥1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥(𝑡1))𝑤

*
1 .

Перейдемо тепер у (18) до границi при 𝑘2 → ∞.

𝑥2(𝑡) = 𝑥1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥(𝑡1))𝑤
*
1 + lim

𝑘2→∞

𝑡∫︁
𝑡1

[𝐴(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑢𝑘2(𝑠)]𝑑𝑠.

lim
𝑘2→∞

𝑡∫︀
𝑡1

𝐴(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠 =
𝑡∫︀
𝑡1

𝐴(𝑥2(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠 в силу теореми Лебега про мажоровану

збiжнiсть, лiнiйного росту функцiї 𝐴(𝑥, 𝑡) i оцiнки (12).

Користуючись граничним спiввiдношенням lim
𝑘2→∞

𝑡∫︁
𝑡1

𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)[𝑢
𝑘2(𝑠)−𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠 =

= 0, а також спiввiдношенням lim
𝑘2→∞

𝐵(𝑥𝑘2(𝑡), 𝑡) = 𝐵(𝑥2(𝑡), 𝑡), що виконується рiв-

номiрно, поза деякої множини 𝑆 довiльної малої мiри, i нерiвнiстю
∫︀
𝑆

|𝑢𝑘2 |𝑑𝑠 ≤

≤

(︃
𝑡∫︀
𝑡1

|𝑢𝑘2(𝑠)|𝑝𝑑𝑠

)︃ 1
𝑝

|𝑆|
1
𝑞 , можна довести, що

lim
𝑘2→∞

𝑡∫︁
𝑡1

|𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)−𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)||𝑢𝑘2(𝑠)| = 0,

𝑡∫︁
𝑡1

𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑢𝑘2(𝑠) →
𝑡∫︁

𝑡1

𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)𝑢
*(𝑠).

Отже, 𝑥2(𝑡) = 𝑥1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥1(𝑡1))𝑤
*
1 +

𝑡∫︀
𝑡1

[𝐴(𝑥2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)𝑢
*(𝑠)]𝑑𝑠.

Аналогiчнi мiркування проводяться на iнших iнтервалах [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1]. Значить,
функцiя 𝑥*(𝑡), побудована за формулою (15), є розв’язком iмпульсної системи
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𝑑𝑥*

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑥*(𝑡), 𝑡) +𝐵(𝑥*(𝑡), 𝑡)𝑢*(𝑡), 𝑡 ̸= 𝑡𝑖,

M 𝑥|𝑡=𝑡𝑖 = 𝑔𝑖(𝑥
*(𝑡𝑖))𝑤

*
𝑖 .

Залишилось показати, що керування (𝑢*, 𝑤*)— оптимальне, тобто що 𝐶(𝑢*, 𝑤*) =
= 𝑚.

Маємо, що lim
𝑘𝑁→∞

𝐶(𝑢𝑘𝑁 , 𝑤𝑘𝑁 ) = 𝑚. Отже,

lim
𝑘𝑁→∞

𝐶(𝑢𝑘𝑁 , 𝑤𝑘𝑁 ) =

= lim
𝑘𝑁→∞

𝑇∫︁
0

[𝐴0(𝑥𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡) +𝐵0(𝑢𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡)]𝑑𝑡+𝐵1(𝑤𝑘𝑁1 , ..., 𝑤𝑘𝑁𝑁 )+

+𝐴1(𝑥𝑘𝑁 (𝑡1), ..., 𝑥
𝑘𝑁 (𝑡𝑁 ), 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ).

Оскiльки функцiя 𝐴0(𝑥, 𝑡) неперервна, то в силу теореми Вейєрштрасса i оцiн-
ки (12) функцiї 𝐴0(𝑥𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡) i 𝐴0(𝑥*(𝑡), 𝑡) рiвномiрно за 𝑘𝑁 i 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] обмеженi
деякою сталою. А тому з теореми Лебега випливає можливiсть граничного пере-
ходу

lim
𝑘𝑁→∞

𝑇∫︁
0

𝐴0(𝑥𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡)𝑑𝑡→
𝑇∫︁

0

𝐴0(𝑥*(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡. (19)

Iз опуклостi по 𝑢 функцiї 𝐵0(𝑢, 𝑡) отримуємо також, що

lim
𝑘𝑁→∞

𝑇∫︁
0

𝐵0(𝑢𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡)𝑑𝑡 ≥ lim
𝑘𝑁→∞

𝑇∫︁
0

𝐵0(𝑢𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡)𝑑𝑡 ≥
𝑇∫︁

0

𝐵0(𝑢*(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡. (20)

Очевидно також, що при 𝑤𝑘𝑁1 → 𝑤*
1 , ..., 𝑤

𝑘𝑁
𝑁 → 𝑤*

𝑁

𝐵1(𝑤𝑘𝑁1 , ..., 𝑤𝑘𝑁𝑁 ) → 𝐵1(𝑤*
1 , ..., 𝑤

*
𝑁 ),

𝐴1(𝑥𝑘𝑁 (𝑡1), ..., 𝑥
𝑘𝑁 (𝑡𝑁 ), 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ) → 𝐴1(𝑥*(𝑡1), ..., 𝑥

*(𝑡𝑁 ), 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ).

Отже, 𝑚 = lim
𝑘𝑁→∞

𝐶(𝑢𝑘𝑁 , 𝑤𝑘𝑁 ) ≥ 𝐶(𝑢*, 𝑤*), тому 𝐶(𝑢*, 𝑤*) = 𝑚 i (𝑢*, 𝑤*) – опти-

мальне керування.
Теорема доведена.
Проiлюструємо доведену теорему прикладом.

Приклад 1. Нехай задача (1), (2) має вигляд

�̇� = 𝑡 cos𝑥+ sin 𝑡𝑥 · 𝑢, 𝑡 ̸= 𝑡𝑖,

𝑥(0) = 0,

M 𝑥|𝑡=𝑡𝑖 = 𝑖|𝑥|𝑤𝑖,
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𝐶(𝑢,𝑤) =

3∫︁
0

[𝑥4 + 2𝑢6(𝑡)]𝑑𝑡+
∑︁

0<𝑡𝑖<3

[𝑥2(𝑡𝑖) + 𝑤6
𝑖 ].

Тут 𝑡 ∈ [0, 3], 𝑡𝑖 =
𝑖

2
, 𝑖 = 1, 5. 𝑢 ∈ 𝑈 — довiльна опукла замкнена множина в R1,

що 0 ∈ 𝑈 , 𝑤𝑖 ∈ 𝑉 — замкнена множина в R1, 0 ∈ 𝑉 , 𝑥 ∈ R1.
Неважко бачити, що дана задача задовольняє умови теореми при 𝑝 = 6.

Отже, вона має розв’язок в класi допустимих керувань, де 𝑈(𝑡) ∈ 𝐿6(0, 3).

Висновки. В статтi отриманi зручнi для практичної перевiрки достатнi
умови iснування оптимального керування для iмпульсних систем. Вiдзначимо,
що цi умови виражаються лише через правi частини системи та функцiї, якi
входять в критерiй якостi. При цьому для розв’язання задачi не залучається нi
принцип максимума, нi метод динамiчного програмування.
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