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Введение. Теория дифференциальных включений начала свое развитие в
начале тридцатых годов 20-го века с публикаций А. Маршо и С. Заремба. Од-
нако бурное развитие данной теории началось с 60-х годов прошлого века благо-
даря работам Т. Важевского и А. Ф. Филиппова, которые обосновали ее тесную
связь с теорией оптимального управленния и дифференциальными уравнениями
с разрывной правой частью. Основные результаты теории дифференциальных
включений изложены в работах [1, 2, 3, 7, 8].

В данной статье мы рассмотрим дифференциальные включения с переменной
размерностью, к которым сводятся, например, управляемые процессы возникно-
вения и развития объектов, дифференцированных по моменту создания [4, 5, 6],
а также импульсные дифференциальные включения [3, 8].

Основные определения и обозначения. Пусть 𝜃 > 0 произвольное дей-
ствительное число, 𝑁 — множество натуральных чисел, а 𝑁0 = 𝑁

⋃︀
0.

Обозначим через Σ𝜃 множество функций 𝑛(·) : 𝑅+ → 𝑁 , которые удовлетво-
ряют следующим условиям:

1) 𝑛(·) — кусочно-постоянные и кусочно-непрерывные справа;

2) если 𝑛((𝑡+ 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0, то 𝑛(𝜏)− 𝑛(𝑡) = 0 для всех 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡+ 𝜃].

Очевидна справедливость следующей леммы.

Лемма 1. Для любой функции 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 полупрямую 𝑅+ можно разбить
не более чем на счетное число множеств 𝐼𝑖 = [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0, 1, ... таких, что
𝑅+ =

⋃︀
𝑖

𝐼𝑖 и 𝐼𝑖
⋂︀
𝐼𝑗 = ∅, если 𝑖 ̸= 𝑗, где 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡𝑖) = 0 для всех 𝑡 ∈ 𝐼𝑖.
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Обозначим через𝑀𝑛 множество матричных функций, соответствующих функ-
ции 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 таких, что

1) 𝑀(𝑡) — матрица (𝑛(𝑡− 0)× 𝑛(𝑡));

2) 𝑀(𝑡) =

{︂
𝐸, 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) = 0
𝑀(𝑡), 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) ̸= 0

и 𝑀(0) = 𝐸.

Возьмем произвольную функцию 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 и 𝑀(·) ∈𝑀𝑛.

Определение 1. Функцию 𝑥(·, 𝑛,𝑀) назовем функцией переменной размер-
ности, соответствующей паре (𝑛,𝑀), если она удовлетворяет следующим усло-
виям:

1) 𝑥(𝑡, 𝑛,𝑀) ∈ 𝑅𝑛(𝑡) для всех 𝑡 ≥ 0;
2) 𝑥(𝑡, 𝑛,𝑀) =𝑀(𝑡)𝑥(𝑡− 0, 𝑛,𝑀) для всех 𝑡 > 0.

Определение 2. Будем говорить, что функция 𝑥(·, 𝑛,𝑀) непрерывна на
интервале (𝑡′, 𝑡′′) ⊂ 𝑅+, если она непрерывна в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′), где 𝑛(𝑡)−𝑛(𝑡−
−0) = 0 и непрерывна справа в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′), где 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) ̸= 0.

Определение 3. Будем говорить, что функция 𝑥(·, 𝑛,𝑀) абсолютно непре-
рывна на сегменте [𝑡′, 𝑡′′] ⊂ 𝑅+, если она непрерывна на (𝑡′, 𝑡′′) и абсолютно
непрерывна на любом сегменте [𝜏 ′, 𝜏 ′′] ⊂ [𝑡′, 𝑡′′], где 𝑛(𝑡) − 𝑛(𝑡 − 0) = 0 для всех
𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′′].

Замечание 1. Аналогично, можно ввести определение измеримости (диф-
ференцируемости, интегрируемости, липшицевости и др.) функции 𝑥(·, 𝑛,𝑀).

Определение 4. Многозначное отображение 𝐹 (·, 𝑛) назовем отображени-
ем с переменной размерностью, если множество 𝐹 (𝑡, 𝑛) ⊂ 𝑅𝑛(𝑡) для всех 𝑡 ∈ 𝑅+.

Определение 5. Будем говорить, что многозначное отображение 𝐹 (·, 𝑛)
непрерывно на интервале (𝑡′, 𝑡′′) ⊂ 𝑅+, если оно непрерывно в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′),
где 𝑛(𝑡)−𝑛(𝑡−0) = 0, и непрерывно справа в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′), где 𝑛(𝑡)−𝑛(𝑡−0) ̸=
0.

Определение 6. Будем говорить, что многозначное отображение 𝐹 (·, 𝑛)
удовлетворяет условию Липшица на сегменте [𝑡′, 𝑡′′] ⊂ 𝑅+ с постоянной 𝐿 > 0,
если оно непрерывно на (𝑡′, 𝑡′′) и удовлетворяет условию Липшица с постоянной
𝐿 на любом сегменте [𝜏 ′, 𝜏 ′′] ⊂ [𝑡′, 𝑡′′], где 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) = 0 для всех 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′′].

Основные результаты. Рассмотрим следующую систему с переменной
размерностью:

�̇� ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛), 𝑥(0, 𝑛,𝑀) = 𝑥0, (1)

где 𝑡 ∈ 𝑅+ — время; 𝑛(·) ∈ Σ𝜃; 𝑀(·) ∈ 𝑀𝑛; 𝑥(𝑡, 𝑛,𝑀) — фазовый вектор;
𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) : 𝑅+ × 𝑅𝑛(𝑡) → 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡)) — многозначное отображение с перемен-
ной размерностью.

Замечание 2. Если 𝑛(𝑡) ≡ 𝑛, то система (1) будет обычным дифференци-
альным включением.

Предположение А. Пусть функция 𝑛(·) ограничена 𝑛 > 0 для всех 𝑡 ≥ 0.
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Замечание 3. Предположение А не дает рост размерности на бесконечно-
сти к бесконечности (это условие может быть необязательным, если система
(1) рассматривается на конечном промежутке).

Обозначим через 𝑄𝑖 = { (𝑡, 𝑥) : 𝑡 ∈ 𝐼𝑖, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛(𝑡)}, где 𝐼𝑖 соответствуют лем-
ме 1.

Определение 7. Абсолютно непрерывная функция 𝑥(·, 𝑛,𝑀) называется
обычным решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], если

1) �̇�(𝑡, 𝑛,𝑀) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑛,𝑀), 𝑛) для почти всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),
2) 𝑥(0, 𝑛,𝑀) = 𝑥0.

Предположение Б. Многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) удовлетворяет
следующим условиям:

a) 𝐹 (·, 𝑥, 𝑛) — непрерывно по 𝑡 на 𝑅+;
b) 𝐹 (𝑡, ·, 𝑛) — липшицево с постоянной 𝐿 по 𝑥 на 𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ...;
c) существует такая постоянная 𝐾 > 0, что ‖𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛)‖ ≤ 𝐾(1+‖𝑥‖) для всех

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ...

Теорема 1. Если для некоторого 𝜃 > 0 𝑛(·) ∈ Σ𝜃, 𝑀(·) ∈ 𝑀𝑛 и 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛)
удовлетворяют условиям предположений А и Б, то на некотором отрезке [0, 𝑇 ]
у системы (1) существует обычное решение 𝑥(·, 𝑛,𝑀).

Доказательство. Очевидно, что (0, 𝑥0) ∈ 𝑄0 ⊂ 𝑅+ × 𝑅𝑛(0). Доопределим
многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛(0)) на все пространство 𝑅+×𝑅𝑛(0) так, чтобы
оно удовлетворяло условиям предположения Б, и возьмем 𝑀0(𝑡) = 𝐸 для всех
𝑡 ∈ 𝑅+. Тогда из [2] следует, что существует 𝑟0 > 0 такое, что на отрезке [0, 𝑟0]
существует обычное решение системы

�̇�(𝑡, 𝑛(0),𝑀0(𝑡)) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑛(0),𝑀0(𝑡)), 𝑛(0)), 𝑥(0, 𝑛(0),𝑀0(0)) = 𝑥0.

Очевидно, что далее возможны два случая:
Случай 1. Для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑟0] справедливо условие 𝑛(𝑡) − 𝑛(0) = 0. Тогда

теорема доказана и 𝑇 = 𝑟0.
Случай 2. Существует 𝑡1 ∈ (𝜃, 𝑟0) такое, что 𝑛(𝜏) − 𝑛(0) = 0 для всех

𝜏 ∈ [0, 𝑡1) и 𝑛(𝑡1 − 0) − 𝑛(𝑡1) ̸= 0. Тогда обозначим через 𝑥1 = 𝑀(𝑡1)𝑥(𝑡1−
−0, 𝑛(0),𝑀0(𝑡1)). Очевидно, что (𝑡1, 𝑥1) ∈ 𝑄1 ⊂ [𝑡1,= ∞) × 𝑅𝑛(𝑡1). Теперь до-
определим многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛(𝑡1)) на все пространство [𝑡1,=
∞)×𝑅𝑛(𝑡1) так, чтобы оно удовлетворяло условиям предположения Б, и возьмем

𝑀1(𝑡) =

{︂
𝑀(𝑡1), 𝑡 = 𝑡1
𝐸, 𝑡 > 𝑡1

. Тогда, аналогично, получим, что существует 𝑟1 > 0

такое, что на отрезке [𝑡1, 𝑡1 + 𝑟1] существует обычное решение системы

�̇�(𝑡, 𝑛(𝑡1),𝑀
1(𝑡)) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑛(𝑡1),𝑀

1(𝑡)), 𝑛(𝑡1)), 𝑥(𝑡1, 𝑛(𝑡1),𝑀
1(𝑡1)) = 𝑥1.

И так далее.
В итоге мы получаем существование обычного решения либо на некотором

отрезке [0, 𝑇 ], либо на всей полупрямой 𝑅+. Теорема доказана.
Обозначим через 𝑋(𝑡, 𝑛,𝑀) сечение множества обычных решений системы

(1) в момент времени 𝑡 ≥ 0.
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Теорема 2. Если для некоторого 𝜃 > 0 𝑛(·) ∈ Σ𝜃, 𝑀(·) ∈ 𝑀𝑛 и 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛)
удовлетворяют условиям предположений А и Б и многозначное отображение
𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) : 𝑅+ × 𝑅𝑛(𝑡) → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛(𝑡)) , то 𝑋(𝑡, 𝑛,𝑀) ∈ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡)) для всех 𝑡 ∈
∈ [0, 𝑇 ].

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что система (1) имеет хотя бы одно
обычное решение на отрезке [0, 𝑇. Из [2] следует справедливость утверждения
данной теоремы.

Пример 1. Рассмотрим следующую линейную систему:

�̇� ∈ 𝑥+ 𝑆𝑡(0), 𝑥(0, 𝑛,𝑀) = 0, (2)

где 𝑡 ∈ [0, 3𝜋4 ], 𝑛(𝑡) =
[︀
1 + |

√
2𝑠𝑖𝑛(𝑡)|

]︀
,

𝑀(𝑡) =

{︂
𝐸, 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) = 0
𝑚𝑖𝑗 =

1
𝑛(𝑡) , 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0

для 𝑡 > 0, 𝑀(0) = 𝐸, [·] — целая

часть.

Очевидно, что 𝑛(𝑡) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜋4 ),
2, 𝑡 ∈ [𝜋4 + 𝜋𝑖, 3𝜋4 + 𝜋𝑖),
1, 𝑡 ∈ [ 3𝜋4 + 𝜋𝑖, 5𝜋4 + 𝜋𝑖),

𝑖 = 0, 1, ... .

𝑀(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, 𝑡 ∈ (0, 𝜋4 ) ∪
⋃︀
𝑖

( 3𝜋4 + 𝜋𝑖, 5𝜋4 + 𝜋𝑖),(︂
1 0
0 1

)︂
, 𝑡 ∈ (𝜋4 + 𝜋𝑖, 3𝜋4 + 𝜋𝑖),

(1, 1), 𝑡 = 3𝜋
4 + 2𝜋𝑖,(︂

1
2
1
2

)︂
, 𝑡 = 𝜋

4 + 2𝜋𝑖,

𝑖 = 0, 1, ... ,

𝑆(𝑡) =

⎧⎨⎩
[−𝑡, 𝑡] ⊂ 𝑅, 𝑡 ∈ [0, 𝜋4 ) ∪

⋃︀
𝑖

( 3𝜋4 + 𝜋𝑖, 5𝜋4 + 𝜋𝑖),

{(𝑠1, 𝑠2) ∈ 𝑅2 :
√︀
𝑠21 + 𝑠22 ≤ 𝑡}, 𝑡 ∈

⋃︀
𝑖

(𝜋4 + 𝜋𝑖, 3𝜋4 + 𝜋𝑖),

𝑖 = 0, 1, ... .
Тогда сечения множества решений системы (2) будут иметь вид

𝑋(𝑡, 𝑛,𝑀) = [𝑡+ 1− 𝑒𝑡, 𝑒𝑡 − 𝑡− 1], 𝑡 ∈ [0,
𝜋

4
),

𝑋(
𝜋

4
, 𝑛,𝑀) =

(︂
1
2
1
2

)︂
𝑋(

𝜋

4
− 0, 𝑛,𝑀) =

=

{︂
(𝑥1(𝛼), 𝑥2(𝛼)) : 𝑥𝑖(𝛼) =

(︂
𝜋

8
+

1

2
− 1

2
𝑒

𝜋
4

)︂
𝛼, 𝛼 ∈ [−1, 1], 𝑖 = 1, 2

}︂
,

𝑋(𝑡, 𝑛,𝑀) = 𝑒𝑡−
𝜋
4𝑋(

𝜋

4
, 𝑛,𝑀) + 𝑆

𝑒−
𝜋
4 (1+𝜋

4 )𝑒𝑡−𝑡−1
(0), 𝑡 ∈ [

𝜋

4
,
3𝜋

4
),

𝑋(
3𝜋

4
, 𝑛,𝑀) = (1, 1)𝑋(

3𝜋

4
− 0) =
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=

[︃
−
(︂
𝜋

8
+

1

2

)︂
𝑒

𝜋
2 +

𝑒
3𝜋
4

2
−

√
2

(︂
𝑒

𝜋
2

(︁
1 +

𝜋

4

)︁
− 3𝜋

4
− 1

)︂
,

(︂
𝜋

8
+

1

2

)︂
𝑒

𝜋
2 − 𝑒

3𝜋
4

2
+
√
2

(︂
𝑒

𝜋
2

(︁
1 +

𝜋

4

)︁
− 3𝜋

4
− 1

)︂]︃
.

Далее приведен график сечения множества решений системы (2) для 𝑡 ∈

∈
[︂
0,

3𝜋

4

]︂
.

Рис. 1

Заключение. Можно также рассмотреть более общий вид дифференци-
альных включений с переменной структурой

�̇� ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛), 𝑥(0, 𝑛(0), 𝜙(0)) = 𝑥0, (3)

где 𝑛(·) ∈ Σ𝜃; 𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜙) — фазовый вектор; 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) : 𝑅+ × 𝑅𝑛(𝑡) → 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡))
— многозначное отображение с переменной размерностью; 𝜙(𝑥) : 𝑅𝑛(𝑡−0) → 𝑅𝑛(𝑡)

такое, что 𝜙(𝑥) = 𝑥, если 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) = 0, и 𝜙(𝑥) = 𝑦, если 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0
для 𝑡 > 0, и получить аналогичные результы.
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