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Страхов Є.М. Метод динамiчного програмування в задачi структурно-

параметричної оптимiзацiї дискретної системи керування. У роботi обґрунтова-

на можливiсть застосування методу динамiчного програмування до задачi структурно-

параметричної оптимiзацiї дискретної системи керування. Отриманi дискретне рiвнян-
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Вступ. У прикладних задачах, пов’язаних iз конструюванням складних те-
хнiчних систем, керування системою, як правило, здiйснюється за допомогою пiд-
систем, якi вiдомi з точнiстю до параметрiв. З математичної точки зору це озна-
чає, що на певних вiдрiзках часу керування задається за допомогою функцiй, що
залежать вiд часової змiнної та параметрiв. Таким чином, виникає задача знахо-
дження оптимальних режимiв системи у структурно-параметричних класах. Такi
задачi характернi для робототехнiчних систем, систем прискорення i фокусува-
ння тощо. Одним з пiдходiв до розв’язування задач структурно-параметричної
оптимiзацiї систем керування є варiацiйний метод, на основi якого будуються
iтерацiйнi процедури типу градiєнтного спуску за обраними параметрами або то-
чками перемикання. Результати у цьому напряму одержанi в працi [3]. Проте
при реалiзацiї подiбних методiв на практицi виникають певнi труднощi, пов’яза-
нi, зокрема, iз нестiйкiстю спряженої системи. Iнший пiдхiд базується на прин-
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ципi оптимальностi Беллмана та методi динамiчного програмування. Робота [1]
обґрунтовує принцип оптимальностi для задачi вибору оптимальної структури,
в нiй одержанi рiвняння Беллмана в iнтегральнiй та диференцiальнiй формах.
Статтi [4, 5, 7] поширюють цi результати на задачi структурно-параметричної
оптимiзацiї систем керування. Зокрема, у [4] дослiджується випадок дискретної
системи з фiксованими моментами перемикання, запропонований чисельний ал-
горитм знаходження оптимальних параметрiв такої системи.

В данiй статтi проводиться обґрунтування принципу оптимальностi для за-
дачi структурно-параметричної оптимiзацiї дискретної системи з нефiксованою
структурою, встановлюються достатнi умови оптимальностi керування у формi
Беллмана.

Основнi результати.

1. Постановка задачi та принцип оптимальностi Беллмана. Розгля-
немо задачу оптимального керування

𝐽 (𝑥, 𝑢) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘)) + Φ (𝑥 (𝑁)) → min (1)

за умов
𝑥 (𝑘 + 1) = 𝑓𝑘 (𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘)) , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1,

𝑥(0) = 𝑥0.
(2)

Тут 𝑥 (𝑘) ∈ 𝑋𝑘 – 𝑛-вимiрний вектор фазових координат; 𝑋𝑘 ⊆ R𝑛 – замкнена
множина фазових обмежень в момент 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 ; 𝑢 (𝑘) – 𝑚-вимiрний вектор
керування; 𝑔𝑘 : R𝑛 × R𝑚 → R1, 𝑓𝑘 : R𝑛 × R𝑚 → R𝑛 – заданi неперервнi функцiї
своїх аргументiв при кожному 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁−1; Φ : R𝑛 → R1 – задана неперервна
функцiя.

Нехай керування в задачi (1)–(2) задано в структурнiй формi

𝑢 (𝑘) = Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘)) , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑟 ∈ {1, . . . , 𝑝}, (3)

де Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘)) (𝑟 = 1, . . . , 𝑝) – заданий набiр структур, але порядок їх розташу-
вання є невiдомим; 𝑏𝑟 ∈ 𝑅𝑟 – невiдомi числовi параметри; 𝑅𝑟 ⊂ R𝑖𝑟 (𝑖𝑟 ∈ N) –
множини обмежень на параметри.

Задача (1)–(2) є задачею структурно-параметричної оптимiзацiї з керуван-
ням, заданим в структурному класi (3). Вибiр оптимального керування зводиться
до вибору такого розмiщення структур {Ψ*

𝑟} та визначення оптимальних пара-
метрiв 𝑏*𝑟 цих структур для кожного дискретного моменту 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, що
мiнiмiзує критерiй якостi (1).

Нехай {Ψ*
𝑟} – оптимальний набiр структур, {𝑏*𝑟} – набiр оптимальних параме-

трiв у задачi (1)–(3). Позначимо через 𝑥* (𝑘) вiдповiдну оптимальну траєкторiю.
Зафiксуємо 𝑠 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁 − 1} i розглянемо допомiжну задачу

𝐽𝑠 (𝑥, 𝑢) =

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘)) + Φ (𝑥 (𝑁)) → min (4)

за умов
𝑥 (𝑘 + 1) = 𝑓𝑘 (𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘)) , 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 − 1, (5)
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𝑥 (𝑠) = 𝑥* (𝑠) , (6)

𝑢 (𝑘) = Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘)) , 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑝}, (7)

при цьому виконуються включення 𝑥 (𝑘) ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 .
Справедлива наступна теорема.

Теорема 1 (принцип оптимальностi Беллмана). Якщо набiр структур {Ψ̃𝑟}
та параметрiв {𝑏̃𝑟} є оптимальним у задачi (4)–(7), то для 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁
цей набiр спiвпадає з оптимальним набором структур {Ψ*

𝑟} та параметрiв {𝑏*𝑟}
задачi (1)–(3).

Доведення. Припустимо, що твердження теореми не виконується, тобто ке-
рування, що є розв’язком задачi (4)–(7), не є оптимальним при 𝑘 = 𝑠, 𝑠+1, . . . , 𝑁
у задачi (1)–(3). Це означає, що має мiсце нерiвнiсть

𝐽𝑠 (𝑥
*, 𝑢*) > 𝐽𝑠 (𝑥̃, 𝑢̃) ,

де 𝑥*(𝑡), 𝑢*(𝑡) – оптимальна траєкторiя та оптимальне керування задачi (1)–(3)
вiдповiдно, 𝑥̃(𝑡), 𝑢̃(𝑡) – оптимальна траєкторiя та оптимальне керування задачi
(4)–(7) вiдповiдно. Побудуємо керування

𝑣(𝑘) =

{︃
Ψ*
𝑟 (𝑏

*
𝑟 , 𝑥

*(𝑘)) , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑠− 1,

Ψ̃𝑟

(︁
𝑏̃𝑟, 𝑥̃(𝑘)

)︁
, 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 − 1.

Вiдповiдна траєкторiя матиме вигляд

𝑦(𝑘) =

{︃
𝑥* (𝑘) , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑠− 1,

𝑥̃ (𝑘) , 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁.

Таким способом,

𝐽(𝑦, 𝑣) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑦 (𝑘) , 𝑣 (𝑘)) + Φ (𝑦 (𝑁)) =

=

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥
* (𝑘) , Ψ*

𝑘 (𝑏
*
𝑘, 𝑥

*(𝑘))) +

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘

(︁
𝑥̃ (𝑘) , Ψ̃𝑘

(︁
𝑏̃𝑘, 𝑥̃(𝑘)

)︁)︁
+Φ(𝑥̃ (𝑁)) =

=

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥
* (𝑘) , Ψ*

𝑘 (𝑏
*
𝑘, 𝑥

*(𝑘))) + 𝐽𝑠 (𝑥̃, 𝑢̃) <

<

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥
* (𝑘) , Ψ*

𝑘 (𝑏
*
𝑘, 𝑥

*(𝑘))) + 𝐽𝑠 (𝑥
*, 𝑢*) = 𝐽 (𝑥*, 𝑢*) ,

а це означає, що керування 𝑢* (𝑡) не є оптимальним. Отримане протирiччя дово-
дить теорему.

2. Дискретне рiвняння Беллмана. Введемо
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Означення. Функцiя

𝐵𝑠 (𝑧) = min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︃
𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︃
, (8)

що визначена на розв’язках системи

𝑥 (𝑘 + 1) = 𝑓𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘))) ,
𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑟 ∈ {1, . . . , 𝑝},

𝑥 (𝑠) = 𝑧,
(9)

називається функцiєю Беллмана задачi (1)–(3). При цьому виконуються вклю-
чення 𝑥 (𝑘) ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 .

З означення функцiї Беллмана випливає, що

𝐵𝑠 (𝑧) = min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

𝐽𝑠 (𝑥, 𝑢) .

Нехай пара ({Ψ*
𝑟} , {𝑏*𝑟}) доставляє мiнiмум правiй частинi рiвностi (8), 𝑥* (𝑘)

– оптимальна траєкторiя. Тодi

𝐵𝑠 (𝑧) = min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︃
𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︃
=

=

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘
(︀
𝑥* (𝑘) , Ψ*

𝑟𝑘

(︀
𝑏*𝑟𝑘 , 𝑥

*(𝑘)
)︀)︀

+Φ(𝑥* (𝑁)) =

= 𝑔𝑠
(︀
𝑥* (𝑠) , Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+

+

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘
(︀
𝑥* (𝑘) , Ψ*

𝑟𝑘

(︀
𝑏*𝑟𝑘 , 𝑥

*(𝑘)
)︀)︀

+Φ(𝑥* (𝑁)) =

= 𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+

+

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘
(︀
𝑥* (𝑘) , Ψ*

𝑟𝑘

(︀
𝑏*𝑟𝑘 , 𝑥

*(𝑘)
)︀)︀

+Φ(𝑥* (𝑁)) . (10)

За принципом оптимальностi Беллмана

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘
(︀
𝑥* (𝑘) , Ψ*

𝑟𝑘

(︀
𝑏*𝑟𝑘 , 𝑥

*(𝑘)
)︀)︀

+Φ(𝑥* (𝑁)) =

= min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︃
𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︃
,

а за означенням функцiї Беллмана

min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︃
𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︃
=𝐵𝑠+1 (𝑥 (𝑠+ 1, 𝑧)) .
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Тут 𝑥 (𝑘, 𝑧) – розв’язок задачi Кошi (9) за умови

{Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘))} = = {Ψ*
𝑟 (𝑏

*
𝑟 , 𝑥

*(𝑘))} .

Отже,
𝐵𝑠 (𝑧) = 𝑔𝑠

(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+𝐵𝑠+1 (𝑥 (𝑠+ 1, 𝑧)) .

Враховуючи, що 𝑥 (𝑠+ 1, 𝑧) = 𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀
, отримаємо

𝐵𝑠 (𝑧) = 𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+𝐵𝑠+1

(︀
𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀)︀

. (11)

Якщо замiсть ({Ψ*
𝑟} , {𝑏*𝑟}) в (10) пiдставити довiльну допустиму пару

({Ψ𝑟} , {𝑏𝑟}), то права частина рiвностi може тiльки збiльшитись. Тобто,

𝐵𝑠 (𝑧) = min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︂
𝑁−1∑︀
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︂
≤

≤
𝑁−1∑︀
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁)) .

(12)

Тому в (11) ми маємо

𝐵𝑠 (𝑧) ≤ 𝑔𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))) +𝐵𝑠+1 (𝑓𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠)))) .

Враховуючи (9), для оптимальної пари ({Ψ*
𝑟} , {𝑏*𝑟}) та траєкторiї 𝑥* (𝑘) у (12)

ми отримуємо рiвнiсть, тобто

𝐵𝑠 (𝑧)= min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{𝑔𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))) +𝐵𝑠+1 (𝑓𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))))} . (13)

Спiввiдношення (13) називається дискретним рiвнянням Беллмана.
2. Достатнi умови оптимальностi.

Теорема 2 (достатнi умови оптимальностi). Нехай функцiї 𝐵𝑠(𝑧) є розв’язка-
ми рiвнянь (13) при 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 −1, при цьому оптимальнi набори структур{︀
Ψ*
𝑟𝑠

}︀
та параметрiв

{︀
𝑏*𝑟𝑠
}︀
, знайденi з умов

𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+𝐵𝑠+1

(︀
𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀)︀

=
= min

{Ψ𝑟𝑠},{𝑏𝑟𝑠}
{𝑔𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))) +𝐵𝑠+1 (𝑓𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))))} , (14)

при пiдстановцi у функцiї керування

𝑢* (𝑠) = Ψ*
𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀
, 𝑠 = 0, . . . , 𝑁 − 1

породжують при 𝑧 = 𝑥 єдиний розв’язок 𝑥*(·) системи (2).
Тодi набори структур

{︀
Ψ*
𝑟𝑠

}︀
та параметрiв

{︀
𝑏*𝑟𝑠
}︀
є оптимальними у задачi

(1)–(3).

Доведення. Оскiльки набори
{︀
Ψ*
𝑟𝑠

}︀
та
{︀
𝑏*𝑟𝑠
}︀
є розв’язком задачi (14) i для

𝐵𝑠(𝑧) має мiсце (13), то

𝐵𝑠 (𝑧) = 𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+𝐵𝑠+1

(︀
𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀)︀

.
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Звiдси

𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

= 𝐵𝑠 (𝑧)−𝐵𝑠+1

(︀
𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀)︀

=

= 𝐵𝑠(𝑥
*(𝑠))−𝐵𝑠+1(𝑥

*(𝑠+ 1)).

Тодi, з урахуванням останньої рiвностi, оптимальне значення функцiоналу дорiв-
нює

𝐽 (𝑥*, 𝑢*) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥
* (𝑘) , 𝑢* (𝑘)) + Φ (𝑥* (𝑁)) =

=

𝑁−1∑︁
𝑘=0

[𝐵𝑘(𝑥
*(𝑘))−𝐵𝑘+1(𝑥

*(𝑘 + 1))] + Φ (𝑥 (𝑁)) =

= 𝐵0(𝑥
*(0))−𝐵1(𝑥

*(1)) +𝐵1(𝑥
*(1))−𝐵2(𝑥

*(2)) + . . .+

+𝐵𝑁−1(𝑥
*(𝑁 − 1))−𝐵𝑁 (𝑥*(𝑁)) + Φ (𝑥 (𝑁)) .

Враховуючи, що 𝐵𝑁 (𝑥* (𝑁)) = Φ (𝑥*(𝑁)), отримуємо

𝐽 (𝑥*, 𝑢*) = 𝐵0 (𝑥0) . (15)

При довiльних наборах {Ψ𝑟𝑠} та {𝑏𝑟𝑠} маємо

𝑔𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))) ≥ 𝐵𝑠 (𝑧)−𝐵𝑠+1 (𝑓𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠)))) =

= 𝐵𝑠(𝑥(𝑠))−𝐵𝑠+1(𝑥(𝑠+ 1)).

Тодi, аналогiчно до попереднiх мiркувань, отримаємо нерiвнiсть

𝐽 (𝑥, 𝑢) ≥ 𝐵0 (𝑥0) . (16)

З (15) та (16) випливає, що 𝐽 (𝑥, 𝑢) ≥ 𝐽 (𝑥*, 𝑢*). Теорему доведено.

Висновки. Отже, ми обґрунтували можливiсть застосування методу дина-
мiчного програмування до задачi вибору оптимальної структури та параметрiв
дискретної системи керування. Доведена справедливiсть принципу оптимально-
стi, побудоване дискретне рiвняння Беллмана, одержанi достатнi умови опти-
мальностi керування у формi Беллмана. Цi результати можуть бути використанi
при побудовi чисельних алгоритмiв для розв’язування конкретних задач.
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