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ВЗАЄМОДIЯ МIЖФАЗНИХ ТУНЕЛЬНИХ ТРIЩИНИ
ТА ВКЛЮЧЕННЯ В КУСКОВО–ОДНОРIДНОМУ

АНIЗОТРОПНОМУ ПРОСТОРI

Кривий О. Ф. Взаємодiя мiжфазних трiщини та включення в кусково-

однорiдному анiзотропному просторi. Дослiджено взаємодiю мiжфазних трiщини

та включення, яке повнiстю зчеплене iз кусково-однорiдним анiзотропним простором.

Розглянуто випадок узагальненої плоскої деформацiї, коли задача не розпадається на

плоску i антиплоску складову. Проблема визначення контактних напружень на вклю-

ченнi i змiщень берегiв трiщини зведена до системи шести сингулярних iнтегральних

рiвнянь. Встановленi асимптотики поведiнки напружень у вершинах трiщини та вклю-

чення, що дозволило застосувати до розв’язання вказаних систем метод ортогональних

многочленiв i обґрунтувати його збiжнiсть. В результатi отриманi залежностi узагаль-

нених коефiцiєнтiв напружень у вершинах трiщини i включення вiд вiдносної вiдстанi

мiж ними.

Ключовi слова: анiзотропний простiр, кусково-однорiдний, трiщина, включення, син-

гулярнi iнтегральнi рiвняння, коефiцiєнт iнтенсивностей.

Кривой А. Ф. Взаимодействие межфазных трещины и включения в

кусочно-однородном анизотропном пространстве. Исследовано взаимодействие

межфазных трещины и включения, полностью сцепленного с кусочно-однородным ани-

зотропным пространством. Рассмотрен случай обобщенной плоской деформации, когда

задача не распадается на плоскую и антиплоскою составляющую. Проблема опреде-

ления контактных напряжений на включении сведена к системе шести сингулярных

интегральных уравнений. Установлены асимптотики напряжений в вершинах трещины

и включения, что позволило применить для решения указанной системы метод ортого-

нальных многочленов и обосновать его сходимость. В результате получены зависимости

обобщенных коэффициентов интенсивностей напряжений и включений от относитель-

ного расстояния между ними.
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чение, сингулярные интегральные уравнения, коэффициент интенсивностей.

Kryvyy O. F. Interaction of interfacial cracks and inclusion in a piecewise-

homogeneous anisotropic space. The interaction of interfacial cracks and inclusions,

fully adhesion with piecewise homogeneous anisotropic space. Consider the case of general-

ized plane strain, when the task does not split on a plane and antiplane component. The

problem of determining of contact stresses on the inclusion is reduced to a system of six

singular integral equations. The asymptotic behavior of stresses at the crack tip and inclu-

sion, which allowed apply for a solving this system the orthogonal polynomials method and

substantiate its convergence. As a result, the dependences of the generalized stress intensity

factor at the crack and the inclusion of the relative distance between them.
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Вступ. Задачi про дефекти в кусково-однорiдних анiзотропних середови-
щах розглядались багатьма авторами. При цьому дослiдження, в основному,
обмежувались плоскими випадками [1-3]. В роботах [4-6] за допомогою побудо-
ваних сингулярних iнтегральних спiввiдношень отриманi розв’язки задач вiд-
повiдно про мiжфазнi тунельнi трiщини або мiжфазнi тунельнi включення в
кусково-однорiдному анiзотропному просторi, який знаходиться в двовимiрно-
му станi (узагальнена плоска деформацiя [7]). В цiй роботi вказанi результати
узагальненi на випадок двох рiзних мiжфазних тунельних дефектiв: трiщини i
абсолютно жорсткого включення, зчепленого iз пiвпросторами.

Основнi результати.

Ðèñ. 1

1. Постановка i зведення задачi до системи сингулярних iнтеграль-
них рiвнянь (СIР)

Нехай простiр, який складається iз двох рiзних анiзотропних пiвпросторiв, не
повнiстю зчеплених в плоскостi 𝑥 = 0, знаходиться в двовимiрному напружено–
деформованому станi (без наявностi площин пружної симетрiї [7]). В площинi
𝑥 = 0 мiстяться наскрiзнi тунельнi трiщина i жорстке включення, якi займають
вiдповiдно смуги (рис. 1)

Π𝑗 = {(𝑦, 𝑧) | 𝑦 ∈ ℓ𝑗 = (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗), 𝑧 ∈ (−∞,∞)},𝑎1 < 𝑏1 < 𝑎2 < 𝑏2.

Нехай включення зчеплене з пiвпросторами. На нескiнченностi прикладене на-
вантаження, яке викликає навантаження на трiщинi {𝜎𝑥, 𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝑥𝑧}|𝑥=±0={𝜎

±
𝑘 (𝑦)}

3
,

𝑦 ∈ ℓ1, i на включеннi iз рiвнодiйною 𝑃 = (P1, P2, 0), а також забезпечує двови-
мiрний стан. Положення граней включення пiсля деформацiї при 𝑥 = ± 0 опису-
ється функцiями 𝜉±(𝑦) = 𝜀 + 𝑦𝛿 + 𝜉±* , 𝑦 ∈ ℓ2, де функцiї 𝜉

±
* (𝑦) задають форму

включення вiдповiдно при 𝑥 = ± 0, 𝜀, 𝛿− вiдповiдно поступальнi i круговi пере-
мiщення включення

Нехай {𝜒±
𝑘 (𝑦)}

6
= { ⟨𝜎𝑥⟩± , ⟨𝜏𝑥𝑧⟩± , ⟨𝜏𝑥𝑧⟩± , ⟨𝑢′⟩± , ⟨𝑣′⟩± , ⟨𝑤′⟩± } стрибки i суми

напружень i похiдних перемiщень в площинi 𝑥 = 0, тодi, враховуючи умови не-
перервностi напружень i перемiщень поза дефектами: 𝜒−

𝑘 (𝑦) = 0, 𝑦 /∈ ℓ1 ∪ ℓ2 , 𝑘 =
1, 6, i скориставшись сингулярними iнтегральними спiввiдношеннями [5], вiдно-

сно невiдомих стрибкiв перемiщень 𝜂 1 = {𝜂1𝑘}3 = {𝜒−
𝑘 }

6
𝑘=4, на трiщинi i невiдо-

мих стрибкiв напружень на включеннi 𝜂 2 = {𝜂2𝑘}3 = {𝜒−
𝑘 }

3
, 𝑦 ∈ ℓ2 отримаємо

таку систему СIР

𝐶
(𝑗)
* 𝜂 𝑗(𝑦) + 𝑆

(𝑗)
* Γℓ𝑗 [𝜂 𝑗 ] + 𝑆

(𝑗)
0 Γℓ3−𝑗

[𝜂 3−𝑗 ] = 𝑞(𝑗)(𝑦), 𝑦 ∈ ℓ𝑗 , 𝑗 = 1, 2, (1)
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де

𝐶
(1)
* = {𝑐𝑘𝑗}𝑘=1,23

𝑗=4,5,6, 𝑆
(1)
* = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=1,2,3

𝑗=4,5,6 , 𝑆
(1)
0 = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=1,23

𝑗=1,2,3, 𝐶
(2)
* = {𝑐𝑘𝑗}𝑘=4,5,6

𝑗=1,2,3 ,

𝑆
(2)
* = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=4,5,6

𝑗=1,2,3 , 𝑆
(2)
0 = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=4,5,6

𝑗=4,5,6 , 𝐶0 = {𝑐𝑘𝑗}𝑘=1,2,3
𝑗=1,2,3 , 𝑆0 = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=1,2,3

𝑗=1,2,3 ,

𝑞(1) = {𝑞1𝑘}3 = 𝜒+
* − 𝐶0𝜒

−
* − 𝑆0Γ𝑙1 [𝜒

−
*
], 𝜒±

* = {𝜒±
𝑘 (𝑦) }3,Γℓ[𝑓 ] ≡

1

𝜋

∫︁
ℓ

𝑓(𝑡)

𝑡− 𝑦
𝑑𝑡,

𝑞(2) = {𝑞2𝑘}3, 𝑞2𝑘 = 𝛿1,𝑘𝜒
+
4 (𝑦)− 𝑐3+𝑘,4𝜒

−
4 (𝑦)− 𝑠3+𝑘,4Γℓ2 [𝜒

−
4
],

𝜒±
4 (𝑦) = (𝜉+* ± 𝜉+* )

′ + (𝛿 ± 𝛿), 𝑦 ∈ ℓ2.

Елементи матриць {𝑐𝑘𝑗}6, {𝑠𝑘𝑗}6 поданi через пружнi сталi пiвпросторiв [5]. Си-
стему (1) слiд доповнити умовами замкнутостi трiщини, а також умовами рiвно-
ваги i моментної рiвноваги включення∫︁

ℓ1

𝜂1(𝑦)𝑑𝑦 = 0,

∫︁
ℓ2

𝜂2(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑃,

∫︁
ℓ2

𝑦𝜂21(𝑦)𝑑𝑦 = M. (2)

2. Розв’язання системи СIР
Перше матричне рiвняння системи (1) приведемо до дiагонального вигляду

вiдносно вектора 𝜂1, а друге — вiдносно вектора 𝜂2 i вiдобразимо за допомогою
лiнiйного перетворення: 𝑦 = 1

2 (𝑏𝑗−𝑎𝑗)𝜌+
1
2 (𝑏𝑗+𝑎𝑗), 𝑦 ∈ ℓ𝑗 , на промiжок I = [−1; 1].

Новi невiдомi функцiї введемо так:

𝑡𝑗(𝜌) = {𝑡𝑗𝑘(𝜌)}3 = 𝑆−1
𝑗 𝜂𝑗(0, 5((𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)𝜌+ (𝑏𝑗 + 𝑎𝑗)), 𝜌 ∈ I,

де матрицi 𝑆𝑗 = {𝑠(𝑗)𝑘𝑚}3− перетворювальнi матрицi, якi визначимо iз рiвнянь(︁
𝑆
(𝑗)
*

)︁−1

𝐶
(𝑗)
* = 𝑆𝑗𝐽𝑗𝑆

−1
𝑗 ,𝐽𝑗 = diag{𝜆𝑗𝑘}3−жорданова матриця. Власнi числа

𝜆𝑗𝑘, (𝑘 = 1, 3) при 𝑗 = 1 спiвпадають iз власними числами задачi про трiщини [4],
при 𝑗 = 2 задачi о жорстких включеннях [5]. Пiсля таких перетворень систему
(1) подамо так:

𝐽𝑗𝑡𝑗(𝜌) + ΓI[𝑡𝑗 ] +𝐵(𝑗)𝑅𝑗 [𝑡3−𝑗 ] = 𝐹 (𝑗)(𝜌), 𝜌 ∈ I, j = 1, 2, (3)

де

𝑅𝑗 [𝑡𝑗 ] =
1

𝜋

∫︁
I

𝑡𝑗(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 − 𝜅1𝑗𝜌+ 𝜅2𝑗
, 𝜅1𝑗 = (𝑏1 − 𝑎1)

(−1)𝑗+1

(𝑏2 − 𝑎2)
(−1)𝑗 ,

𝜅2𝑗 =
𝑏2 + 𝑎2 − 𝑏1 − 𝑎1
(−1)𝑗(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

, 𝐵(𝑗) = {𝑏(𝑗)𝑘𝑚}3 = 𝑆−1
(3−𝑗)

(︁
𝐶

(𝑗)
*

)︁−1

𝑆
(𝑗)
0 𝑆(3−𝑗),

𝐹 (𝑗)(𝜌) = {𝑓 (𝑗)𝑘 (𝜌)}3 = 𝑆−1
(3−𝑗)(𝐶

(𝑗)
* )−1𝑞(𝑗)

(︂
1

2
((𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) 𝜌+ (𝑏𝑗 + 𝑎𝑗))

)︂
.

Поведiнка розв’язкiв системи (3) визначається сингулярними частинами рiвнянь,
що дає можливiсть розв’язки систем подати по многочленах Якобi (𝑗 = 1, 2, 𝑘 =
1, 3.):

𝑡𝑗𝑘(𝜌) =
1

𝜔𝑗𝑘(𝜌)

∞∑︁
𝑛=0

ℎ
(𝑛)
𝑗𝑘 P

−�̄�𝑗𝑘,−𝜇𝑗𝑘
𝑛 (𝜌), 𝜔𝑗𝑘 = (1− 𝜌)�̄�𝑗𝑘(1 + 𝜌)𝜇𝑗𝑘 . (4)
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Показники особливостей визначаються формулами

𝜇𝑗1 =
1

2
, 𝜇𝑗𝑘 =

1

2
+ (−1)𝑘𝑖𝛼𝑗1, 𝛼𝑗1 =

1

2𝜋
ln
1 + 𝛼𝑗0

1− 𝛼𝑗0
, 𝛼𝑗0= Im𝜆𝑗2, 0 < 𝛼𝑗0 < 1.

Ортогональнiсть многочленiв Якобi i умови (2) дають вирази

ℎ
(0)
𝑗𝑘 = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 = 1, 3, ℎ

(0)
𝑗𝑘 = 2P𝑘(𝑏2 − 𝑎2)

−1(1 + 𝜆2𝑗𝑘)
−0,5, 𝑗 = 2, 𝑘 = 1, 3.

Для визначення iнших коефiцiєнтiв, пiдставивши розвинення (4) в систему
(3), скориставшись спектральним спiввiдношенням [8] i властивiстю ортогональ-
ностi многочленiв Якобi, отримаємо нескiнчену систему алгебраїчних рiвнянь:

ℵ(𝑗)
𝑘𝑚ℎ

(𝑚+1)
𝑗𝑘 +

3∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑏
(𝑗)
𝑘𝑝 ℎ

(𝑛)
𝑗𝑝 ϒ𝑘,𝑗

𝑚𝑛 = 𝑔
(𝑗)
𝑘𝑚, 𝑘 = 1, 3, 𝑗 = 1, 2, 𝑚 = 0,∞, (5)

де

ℵ(𝑗)
𝑘𝑚 = Γ (𝑚+ 2− 𝜇𝑗𝑘) Γ (𝑚+ 2− �̄�𝑗𝑘) ((𝑚+ 1)!)

−2
,

𝑔
(𝑗)
𝑘𝑚 =

∫︁
I

𝜔−1
𝑗𝑘 (𝜏)P

1−�̄�𝑗𝑘,1−𝜇𝑗𝑘
𝑚 (𝜏)(𝑓

(𝑗)
𝑘 (𝜏)−

3∑︁
𝑘=1

ℎ
(0)
𝑗𝑘 (1− 𝜅12𝜏 + 𝜅22)

−1
)𝑑𝜏,

Ξ𝑗𝑘
𝑛 = (𝜅1𝑗𝜏 − 𝜅2𝑗 − 1)−�̄�𝑗𝑘(𝜅1𝑗𝜏 − 𝜅2𝑗 + 1)−𝜇𝑗𝑘P

−�̄�𝑗𝑘,−𝜇𝑗𝑘
𝑛 −

− 1
2P

1−�̄�𝑗𝑘,1−𝜇𝑗𝑘

𝑛−1 ,

ϒ𝑘𝑗
𝑚𝑛 =

∫︁
I

𝜔−1
𝑗𝑘 (𝜏)P

1−�̄�𝑗𝑘,1−𝜇𝑗𝑘
𝑚 (𝜏)Ξ𝑗𝑘

𝑛 (𝜏)𝑑𝜏, 𝑘 = 1, 3, 𝑗 = 1, 2.

Регулярнi ядра системи (3) обмеженi разом зi своїми частинними похiдними
до будь-якого при |𝜌| ≤ 1, |𝜏 | ≤ 1, це дає можливiсть до системи (5) застосувати
метод редукцiї [8] i отримати коефiцiєнти розвинення (4), а також подання для
векторiв 𝜂 𝑗 . Останнє дало можливiсть отримати вирази для узагальнених КIН
[4,5] у вершинах трiщини i включення, а також, використавши умови моментної
рiвноваги, кут повороту включення 𝛿.

3. Аналiз чисельних результатiв
На рисунках 2 и 3 наведенi залежностi узагальнених КIН нормального вiдри-

ву вiдповiдно у вершинах трiщини 𝐾𝑡
I i у вершинах включення 𝐾

𝑣
I вiд вiдносної

вiддалi мiж трiщиною i включенням 𝑑0 = (𝑎2 − 𝑏1)(𝑏1 − 𝑎1)
−1, при нормально-

му симетричному навантаженнi на берега трiщини: 𝜎±
1 (𝑦) = − 1, 𝜎±

2,3(𝑦) = 0, i
вiдсутностi навантаження на включеннi: 𝑃 = 0, M = 0. Неперервнi лiнiї на ри-
сунках отриманi для внутрiшнiх вершин (𝑏1 и 𝑎2), штрихованi лiнiї — для зовнiш-
нiх вершин (𝑎1 и 𝑏2). Для розрахункiв використанi матерiали [7]: стеклопластик
однонаправлений (нижнiй пiвпростiр) i стеклопластик ортогонально–армований
(верхнiй простiр).

Наведенi графiки показують, що при зближеннi трiщини i включення уза-
гальненi КIН для трiщини спадають, при цьому бiльше спадає КIН для ближньої
до включення вершини. Для узагальнених КIН у вершинах включення виявлена
протилежна закономiрнiсть: узагальненi КIН зростають, при цьому для ближньої
вершини КIН зростає швидше.
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Також встановлено, що якщо навантажено тiльки включення, то описанi за-
кономiрностi змiнюються на протилежнi: у вершинах трiщини узагальненi КIН
зростають, у вершинах включення спадають. В обох випадках взаємний вплив
трiщини i включення буде суттєвим при виконаннi умови: 𝑑0 ≤ 0, 25.

Висновки. Отже, запропоновано метод розв’язання задач про тунельнi
мiжфазнi дефекти довiльної природи в кусково-однорiдному анiзотропному про-
сторi, що дало можливiсть отримати розв’язки нових задач про мiжфазнi де-
фекти. Зокрема, дослiджено вплив на концентрацiю напружень в околi мiжфа-
зної трiщини та включення вiдносної вiддалi мiж ними. Аналогiчно можуть бути
розв’язаннi задачi про взаємодiю iнших типiв мiжфазних тунельних дефектiв.
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