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АСИМПТОТИЧНI ОЦIНКИ СЕРЕДНЬОГО ЗНАЧЕННЯ
ФУНКЦIЇ СМАРАНДЧА

Брейде В. Є., Кулiш В. С. Асимптотичнi оцiнки середнього значення

функцiї Смарандча. В статтi розглянено розподiл значень функцiй 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2,

якi було введено Смарандчем в 1993 роцi. Побудованi асимптотичнi формули для су-

маторної функцiї 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛), якi уточнюють результат Лю Юпина. Знайдено нетривiаль-

ну асимптотичну оцiнку для 𝜏(𝑆
(1)
𝑘 (𝑛)). У припущеннi справедливостi гiпотези Римана

покращено залишковий член в асимптотичнiй формулi для функцiї 𝑆
(2)
2 (𝑛) та вивчено

поведiнку функцiї 𝜏(𝑆
(2)
2 (𝑛)) в короткому iнтервалi 𝑥 < 𝑛 ≤ 𝑥+ℎ, де ℎ > 𝑥𝜃, 𝜃 = 0, 2204.

Ключовi слова: функцiя Смарандча, асимптотичнi оцiнки, суматорна функцiя.

Брейде В. Е., Кулиш В. С. Асимптотические оценки среднего значе-

ния функции Смарандча. В статье рассмотрено распределение значений функций

𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2, которые были введениы Смарандчем в 1993 году. Построены асимп-

тотические формулы для сумматорной функции 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛), уточняющие результат Лю

Юпина. Найдена нетривиальная асимптотическая оценка для 𝜏(𝑆
(1)
𝑘 (𝑛)). В предполо-

жении справедливости гипотезы Римана улучшен остаточный член в асимптотической

формуле для функции 𝑆
(2)
2 (𝑛) и изучено поведение функции 𝜏(𝑆

(2)
2 (𝑛)) в коротком ин-

тервале 𝑥 < 𝑛 ≤ 𝑥+ ℎ, где ℎ > 𝑥𝜃, 𝜃 = 0, 2204.

Ключевые слова: функция Смарандча, асимптотические оценки, сумматорная функ-

ция.

Breide V. E., Kulish V. S. The symptotic estimates of the Smarandache mean

value. In this paper we consider the distribution of value of the function 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2 ,

which were introduced by Smarandache in 1993. We obtained the asymptotic formulas for the

summation function 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛), that improve Lu Yiuping results. Here we found the nontrivial

asymptotic estimate for 𝜏(𝑆
(1)
𝑘 (𝑛)). In assuming the Riemann hypothesis improved, the term

in the asymptotic formula for the function 𝑆
(2)
2 (𝑛) is reminded, and behavior of the function

𝜏(𝑆
(2)
2 (𝑛)) was studied in the short interval 𝑥 < 𝑛 ≤ 𝑥+ ℎ, where ℎ > 𝑥𝜃, 𝜃 = 0, 2204.

Key words: Smarandache function, asymptotic estimates, summation function.

Вступ. Ф. Смарандч в 1993 р. ввiв у розгляд двi арифметичнi функцiї

𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2; 𝑘 > 1 — натуральнi, визначенi наступними рiвняннями:

𝑆
(1)
𝑘 (𝑛) = min(𝑚 ∈ N : 𝑛 | 𝑚𝑘),

𝑆
(2)
𝑘 (𝑛) = max(𝑚 ∈ N : 𝑚𝑘 | 𝑛).

c○Брейде В. Є., Кулiш В. С., 2013
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Цi функцiї називаються двоїстими або дуальними. Легко перевiрити, що фун-

кцiї 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛) — мультиплiкативнi, причому для простого 𝑝 : 𝑆

(1)
𝑘 (𝑝𝑎) = 𝑝⌈

𝑎
𝑘 ⌉,

𝑆
(2)
𝑘 (𝑝𝑎) = 𝑝⌊

𝑎
𝑘 ⌋, де ⌈𝑥⌉ — найменше цiле > 𝑥, ⌊𝑥⌋ — найбiльше цiле 6 𝑥.

Смарандч [10] зазначив ряд застосувань цих функцiй в теорiї чисел i ком-

бiнаторицi. Тому розподiл значень функцiї 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛) в останнiй час активно до-

слiджується. У цiй роботi вивчаються функцiї 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛) в середньому i коротких

iнтервалах. Ми використовуємо позначення:
N — множина натуральних чисел;
Z — множина цiлих чисел;
R — поле дiйсних чисел;
C — поле комплексних чисел;
𝜇(𝑛) — функцiя Мьобiуса;
𝜙(𝑛) — функцiя Ойлера.
Для комплексного числа позначимо через 𝜎 = 𝑅𝑒𝑠, 𝑡 = 𝐼𝑚𝑠, так що 𝑠 = 𝜎+ 𝑖𝑡,

𝑒𝑥𝑝(𝑧) = 𝑒𝑧 для 𝑧 ∈ 𝑅, ln𝑥 завжди позначає натуральний логарифм 𝑥, 𝑥 > 0.
Символи ”𝑂” та ” ≪ ” еквiвалентнi, а запис 𝑓(𝑥) = 𝑂(𝑔(𝑥)) означає, що при
𝑥→ 𝑥0 маємо |𝑓(𝑥)| 6 𝐶𝑔(𝑥) з деякою додатною сталою 𝐶. Сталi символи ”𝑜” та
” ≪ ” можуть залежити вiд 𝜀.

Запис Σ𝑛(Π𝑝) завжди буде позначати сумування за всiма натуральними 𝑛
(або, вiдповiдно, добуток по всiм простим 𝑝).

Попереднi результати. Din Liping [3] отримав асимптотичну формулу∑︁
𝑛≤𝑥

𝑆
(1)
𝑘 (𝑛) =

𝑥2

2
𝜁(2𝑘 − 1)Π𝑝

[︂
1− 1

𝑝(𝑝+ 1)

(︂
1 +

1

𝑝2𝑘−3

)︂]︂
+𝑂(𝑥

2
3+𝜖). (1)

Роботу Liping ми не бачили, але в данiй роботi ми покращимо залишковий член у
формулi (1). S. Tabirca, T. Tabirca [13], Keng [7], а також Ibstedt [3], [4] знайшли

асимптотичну щiльнiсть нерухомих точок вiдносно перетворення 𝑛 → 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛).

Легко побачити, що нерухомими точками є безквадратнi числа. Так що, якщо

𝑞(𝑥) означає кiлькiсть нерухомих точок для 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛), то маємо

lim
𝑥→∝

𝑞(𝑥)

𝑥
=

6

𝜋2
.

Крiм того, використовуючи результати Filaseta, Trifonov [14], отримуємо, що

число нерухомих точок для 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛) на вiдрiзку [𝑥, 𝑥+ℎ] дорiвнює 6

𝜋2 +𝑂(𝑥
1
5 ln𝑥)

для всiх ℎ, 𝑥
1
5 < ℎ < 𝑥. Lu Yaming [8] вивчав розподiл значень функцiї дiльникiв

𝜏(𝑛) на послiдовностi 𝑆
(2)
𝑘 (𝑛) i побудував асимптотичну формулу∑︁

𝑛≤𝑥

𝜏
(︁
𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)

)︁
= 𝜁(𝑘)𝑥+ 𝜁

(︂
1

𝑘

)︂
+𝑂

(︁
𝑥

1
𝑘+1

)︁
. (2)

У статтi Wan Yanxing [15] доведена тотожнiсть

∝∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛))𝛼

=
2𝛼 − 𝑘 − 1

2𝛼 + 𝑘 − 1

∏︁
𝑟

(︂
1 +

𝑘

𝑟𝛼 − 1

)︂
,
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яка справедлива для кожного дiйсного 𝛼 > 1.
Нарештi, Xiayan Li [16] та П. Д. Варбанець, С. Кирбат [26] знайшли асимпто-

тичну формулу для середнього значення 𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)

1

𝑥

∑︁
𝑛≤𝑥

𝑆
(2)
𝑘 (𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3

𝜋2

(︀
ln𝑥+ 3𝛾 − 1− 12

𝜋2 𝜁
′(2)
)︀
+ 𝑜(1), якщо 𝑘 = 2,

𝜁(2)

𝜁(3)
+
𝜁
(︀
2
3

)︀
2𝜁(2)

𝑥
1
3 (1 + 𝑜(1)), якщо 𝑘 = 3,

𝜁(𝑘 − 1)

𝜁(𝑘)
(1 + 𝑜(1)), якщо 𝑘 ≥ 4.

(3)

В данiй роботi ми вивчаємо залишковi члени у формулах (1), (2) та вивчаємо

розподiл значень 𝜏(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)) в коротких iнтервалах.

В подальшому нам знадобляться деякi добре вiдомi результати про розподiл
значень дзета-функцiї Римана 𝜁(𝑠) (див. Є. Титчмарш [12]).

Лема 1. Нехай 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡. Тодi

(i) 𝜁(𝑠) = 1
𝑠−1 + 𝛾 +𝑂(|𝑠− 1|) в околi точки 𝑠 = 1, 𝛾 — стала;

(ii) 𝜁(𝑠) ≪ |𝑡|𝑐(1−𝜎)
3
2 (𝑙𝑛(|𝑡|+ 3))

2
3 , якщо 1

2 ≤ 𝜎 ≤ 2;

(iii) 𝜁(𝑠) = 𝜒(𝑠)𝜁(1− 𝑠), де 𝜒(𝑠) = 𝜋− 1
2+𝑠 Γ( 1−𝑠

2 )

Γ( 𝑠
2 )

;

(iv) 1
𝜁(𝑠) | ≪ ln(|𝑡|+ 3), якщо 1 ≤ 𝜎 ≤ 3;

(v) 𝜁(𝑠) ≪ |𝑡| 1−𝜎
3 𝑙𝑛|𝑡|, якщо |𝑡| > 3, 12 ≤ 𝜎 ≤ 1;

(vi)
𝑇∫︀
1

|𝜁(𝜎 + 1
2 )|

4𝑑𝑡≪ 𝑇 min(ln𝑇, 1
𝜎− 1

2

), якщо 𝜎 ≥ 1
2 ;

(vii)
𝑇∫︀
1

|𝜁( 12 + 𝑖𝑡)|4𝑑𝑡≪ 𝑇 ln4 𝑇 .

(Тут 𝛾 — стала Ойлера).

Лема 2. (область, вiльна вiд нулiв 𝜁(𝑠)) Iснує абсолютна стала 𝐶 > 0

така, що в областi 𝑅𝑒𝑠 > 1− 𝐶

(ln(|𝑡|+ 10))
2
3 ln ln(|𝑡|+ 10)

немає нулiв 𝜁(𝑠) (див.

[6], гл.VI, теор.2)

Лема 3. В припущеннi справедливостi гiпотези Рiмана моємо

(𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡))± = 𝑂(|𝑡|), 𝜎 ≥ 1

2
, |𝑡0| > 𝑡0(𝜖),

|𝜁(1
2
+ 𝑖𝑡)| = 𝑂

(︂
exp(𝐴

ln 𝑡

ln ln 𝑡
)

)︂
,

𝜇(𝑛) :=
∑︁
𝑛≤𝑥

𝜇(𝑛) = 𝑂

(︂
𝑥

1
2 exp(𝐴

ln𝑥

ln ln𝑥
)

)︂
,
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де 𝐴 > 0 — стала, а сталi в символах ”𝑂” можуть залежити вiд 𝜖, 𝜖 > 0 —
довiльна стала.

Лема 4. (безумовна оцiнка) При 𝑥→∝ маємо

𝜇(𝑥) = 𝑂(𝑥 exp(−𝐶(ln𝑥) 3
5−𝜖)),

(див. [6], гл. VI, пар. 3).

Лема 5. (про частковi суми ряду Дiрiхле)( [9], Додаток, Теорема 3.1)
Нехай ряд Дiрiхле

𝑓(𝑠) =

∝∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠

збiгається абсолютно при 𝜎 > 1, причому |𝑎𝑛| < 𝑐Φ(𝑛), (𝑐 > 0), де Φ(𝑛) — дода-
тня монотонно зростаюча функцiя. Крiм того, нехай при 𝜎 → +0 справедлива
оцiнка

∝∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|𝑛−𝜎 = 𝑂
(︀
(𝜎 − 1)−𝛼

)︀
, 𝛼 > 0.

Тодi для нецiлого 𝑥 > 1, 𝑐 > 1, 𝑇 > 1 має мiсце спiввiдношення

∑︁
𝑛≤𝑥

𝑎𝑛 =
1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝑓(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠+𝑂

(︂
𝑥𝑐

𝑇 (𝑐− 1)𝛼

)︂
+𝑂

(︂
𝑥Φ(2𝑥) ln𝑥

𝑇𝛼(𝑥)

)︂
, (4)

де (𝑥) значить вiдстань 𝑥 до найближчого цiлого числа.

Лема 6. Нехай 𝑓(𝑛) та Φ(𝑛) — мультиплiкативнi функцiї, причому

𝑓(𝑛) =
∑︁
𝑑2|𝑛

Φ(𝑑), де Φ(𝑛) = 𝑂(𝑛𝜖).

Тодi рiвномiрно по ℎ, ℎ < 𝑥, справедлива оцiнка∑︁
𝑥<𝑛≤𝑥+ℎ

𝑓(𝑛) = ℎ

∝∑︁
𝑑=1

Φ(𝑑)

𝑑2
+𝑂

(︁
ℎ

1
2𝑥𝜖
)︁
+𝑂(𝑥𝜃),

де 𝜃 = 0, 2204, 𝜖 > 0 — довiльне мале число (див. доведення [2], theorem 1).

Тепер ми переходимо до побудови твiрного ряду для функцiй 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛) та 𝜏(𝑆

(𝑗)
𝑘 (𝑛)),

де 𝜏(𝑚),𝑚 ∈ 𝑁 означає число рiзних дiльникiв натурального 𝑚.
Нехай 𝑝 — просте число, 𝑠 — комплексне, 𝑅𝑒𝑠 > 2. Тодi маємо

𝑓1(𝑠, 𝑝) = 1 +
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝)

𝑝𝑠
+
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝2)

𝑝2𝑠
+ · · ·+

+
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝𝑘)

𝑝𝑘𝑠
+
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝𝑘+1)

𝑝(𝑘+1)𝑠
+ · · ·+

𝑆
(1)
𝑘 (𝑝2𝑘)

𝑝2𝑘𝑠
+
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝2𝑘+1)

𝑝(2𝑘+1)𝑠
+ · · · =

= 1 +
𝑝

𝑝𝑠
+

𝑝

𝑝2𝑠
+ · · ·+ 𝑝

𝑝𝑘𝑠
+

𝑝2

𝑝(𝑘+1)𝑠
+ · · ·+ 𝑝2

𝑝2𝑘𝑠
+ · · ·
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Помножуючи останнє рiвняння на
1− 1

𝑝𝑠−1

1− 1
𝑝𝑠−1

i проводячи елементарнi спроще-

ння, отримаємо

𝑓1(𝑠, 𝑝) =
1

1− 1
𝑝𝑠−1

(︂
1− 1

𝑝2(𝑠−2)
+𝑂

(︁
𝑝−(2(𝑠−1)+1)

)︁)︂
=

=
1− 𝑝−2(𝑠−1)

1− 𝑝−(𝑠−1)

(︁
1 +𝑂

(︁
𝑝−2(𝑠−1)+1

)︁)︁
.

Тому, в силу тотожностi Ойлера з мультиплiкативною функцiєю
𝑆

(1)
𝑘 (𝑛)

𝑛𝑠 , виводимо
для 𝑅𝑒𝑠 > 2:

∝∑︁
𝑛=1

𝑆
(1)
𝑘 (𝑛)

𝑛𝑠
=
∏︁
𝑝

1− 𝑝−2(𝑠−1)

1− 𝑝−(𝑠−1)

(︁
1 +𝑂

(︁
𝑝−2(𝑠−1)+1

)︁)︁
=

𝜁(𝑠− 1)

𝜁(2(𝑠− 1))
𝐺0(𝑠), (5)

де 𝐺0(𝑠) регулярна при 𝑅𝑒𝑠 > 1 та задається в напiвплощинi 𝑅𝑒𝑠 > 1 абсолютно
збiжним рядом Дiрiхле:

𝐺0 =
∑︁ 𝑔(𝑛)

𝑛𝑠
, 𝑔(𝑛) = 𝑂(1).

Аналогiчнi роздуми дають твiрний ряд Дiрiхле для 𝑆
(2)
𝑘 (𝑛) при 𝑅𝑒𝑠 > 1:

∝∑︁
𝑛=1

𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)

𝑛𝑠
=
𝜁(𝑠)𝜁(𝑘𝑠− 1)

𝜁(𝑘𝑠)
.

Далi, використовуючи мультиплiкативнiсть функцiї 𝜏(𝑛), 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2, ми

побудуємо твiрнi ряди 𝜏(𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛)). Позначимо:

𝐹
(𝑗)
𝑘 (𝑠) =

∑︁ 𝜏(𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛))

𝑛𝑠
, 𝑅𝑒𝑠 > 1.

Розглянемо спочатку випадок 𝑗 = 1. Тодi для 𝑘 = 2 маємо:

𝐹
(1)
2 (𝑠) = Π𝑝(1 +

2
𝑝𝑠 + 2

𝑝2𝑠 + 3
𝑝3𝑠 + 3

𝑝4𝑠 + · · ·) =

= Π𝑝(1 +
2
𝑝𝑠 + 2

𝑝2𝑠 + 3
𝑝3𝑠 + 3

𝑝4𝑠 + · · ·) (1−
1
𝑝𝑠 )2

(1− 1
𝑝𝑠 )2

=

= 𝜁2(𝑠)Π𝑝(1 +
2
𝑝𝑠 + 2

𝑝2𝑠 + 3
𝑝3𝑠 + 3

𝑝4𝑠 + · · ·)(1− 2 1
𝑝𝑠 + 1

𝑝2𝑠 ) =

= 𝜁2(𝑠)Π𝑝(1− 1
𝑝2𝑠 + 1

𝑝3𝑠 − 1
𝑝4𝑠 + · · ·) =

= 𝜁2(𝑠)Π𝑝(1− 1
𝑝2𝑠 + 1

𝑝3𝑠 − 1
𝑝4𝑠 + · · ·)(1 + 1

𝑝2𝑠

1− 1
𝑝2𝑠

1− 1
𝑝4𝑠

) =

= 𝜁2(𝑠)𝜁(4𝑠)
𝜁(2𝑠)

∏︀
𝑝(1 +

1
𝑝3𝑠 − 2

𝑝4𝑠 + · · ·)
1− 1

𝑝3𝑠

1− 1
𝑝3𝑠

=

= 𝜁2(𝑠)𝜁(3𝑠)𝜁(4𝑠)
𝜁(2𝑠) 𝐺(𝑠) = 𝜁2(𝑠)𝜁(3𝑠)

𝜁(2𝑠) 𝐺2
4(𝑠),

(6)

де 𝐺2
4(𝑠) — регулярна функцiя для 𝑅𝑒𝑠 > 1

4 .



12 Брейде В. Є., Кулiш В. С.

Якщо 𝑘 ≥ 3, то, як i вище, подiбними перетвореннями отримуємо

𝐹
(1)
2 (𝑠) =

𝜁2(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺2

1(𝑠),

де 𝐺2
1(𝑠) — регулярна функцiя для 𝑅𝑒𝑠 > 1

4 .

У випадку 𝑗 = 2 знаходимо

𝐹
(2)
𝑘 (𝑠) =

∝∑︁
𝑛=1

𝜏(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛))

𝑛𝑠
=

=
∏︁
𝑝

(︂
1 +

1

𝑝𝑠
+

1

𝑝2𝑠
+ · · ·+ 2

𝑝(𝑛−1)𝑠
+

2

𝑝𝑘𝑠
+ · · ·+ 2

𝑝(2𝑘−1)𝑠
+

3

𝑝2𝑘𝑠

)︂
=

=
∏︁
𝑝

(︂
1 +

1

𝑝𝑠
+

1

𝑝2𝑠
+ · · ·

)︂
1− 1

𝑝𝑠

1− 1
𝑝𝑠

= 𝜁(𝑠)𝜁(𝑘𝑠).

Зауважимо, що несиметрична функцiя дiльникiв 𝜏1,𝑘(𝑛)=
∑︀

𝑛=𝑚𝑑2

1 також має

твiрний ряд 𝜁(𝑠)𝜁(𝑘𝑠).

Тому, беручи до уваги теорему [9] про те, що твiрна функцiя для коефiцi-
єнтiв ряду Дiрiхле однозначно визначає коефiцiєнти цього ряду, знаходимо, що

𝜏(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)) = 𝜏1,2(𝑛), а тому далi ми наведемо теорему про середнє значення фун-

кцiї 𝜏(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)).

Основнi результати. Спiввiдношення (5) дозволяє отримати асимпто-

тичну оцiнку середнього значення 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛). Позначимо 𝑎𝑛 = 1

𝑛𝑆
(1)
𝑘 (𝑛). Тодi з (5)

випливає
∝∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠

=
𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠), 𝑅𝑒𝑠 > 1, (7)

де 𝐺′
0(𝑠) визначається абсолютно збiжним рядом Дiрiхле в напiвплощинi 𝑅𝑒𝑠 > 0:

𝐺′
0(𝑠) =

∝∑︀
𝑛=1

𝑔𝑛
𝑛𝑠 , |𝑔𝑛| ≪ 𝑛−𝑘+𝜖, 𝜖 > 0 — будь-яке число.

Тому формула Перрона (див. лему 5) дає для 𝑥 = 𝑁
2 , 𝑁 — цiле непарне число,

∑︁
𝑛6𝑥

𝑎𝑛 =
1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠+𝑂

(︂
𝑥𝑐

𝑇 (𝑐− 1)

)︂
+𝑂

(︂
𝑥Φ(2𝑥)

𝑇

)︂
. (8)

Тут 𝑐 > 1, 𝑇 > 1 (їхнi значення будуть уточненi пiзнiше), Φ(𝑦) = 𝑂(1) для всiх
𝑦 ≥ 𝑦0 > 0.

Розглянемо прямокутник𝑅 з вершинами𝐴 = (𝐶,−𝑇 ), 𝐵 = (𝐶, 𝑇 ), 𝐶 = ( 12 , 𝑇 ), 𝐷 =
( 12 , 𝑇 ), зображений на рисунку 1.

В силу мероморфностi функцiї
𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
в прямокутнику ABCD, вклю-
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чаючи його сторони, ми за теоремою про лишки отримуємо:

1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠 = res

𝑠=1

(︂
𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠

)︂
+

+
1

2𝜋𝑖

⎛⎝ 𝐵∫︁
𝐶

+

𝐶∫︁
𝐷

+

𝐴∫︁
𝐷

⎞⎠(︂ 𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

)︂
.

(9)

Ми врахували, що всерединi прямокутника 𝑅 є тiльки одна особлива точка 𝑠 = 1,
тому що на прямiй 𝑅𝑒𝑠 = 1

2 та правiше цiєї прямої 𝜁(2𝑠) ̸= 0.

Рис. 1. Прямокутник 𝑅 з вершинами 𝐴 = (𝐶,−𝑇 ), 𝐵 = (𝐶, 𝑇 ), 𝐶 =(︂
1

2
, 𝑇

)︂
, 𝐷 =

(︂
1

2
, 𝑇

)︂

Тепер iнтеграли по горизонтальним дiлянкам контуру iнтегрування оцiнюю-
ться за допомогою леми 1 (iv, v), а на вертикальнiй дiлянцi користуємось оцiнкою
другого моменту 𝜁(𝑠) на половиннiй прямiй 𝑅𝑒𝑠 = 1

2 (див. лему 1 (vi)).
Таким чином маємо:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝐵∫︁

𝐶

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝐷∫︁
𝐴

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪

1∫︁
1
2

𝑇
1−𝛿
3
𝑥𝛿

𝑇
ln𝑇𝑑𝛿 ≪ max

(︂
𝑥

1
2 ,
𝑥𝑐

𝑇
ln𝑇

)︂
. (10)

Далi, в силу нерiвностi Коши–Шварца маємо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝐶∫︁
𝐷

𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺0(𝑠)

𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

⎛⎝ 𝑇∫︁
−𝑇

|𝜁(1
2
+ 𝑖𝑡)|2 𝑑𝑡

| 12 + 𝑖𝑡|

𝑇∫︁
−𝑇

|𝐺0(
1
2 + 𝑖𝑡)|2

|𝜁( 12 + 𝑖𝑡)|2
|𝑥1+2𝑖𝑡|
| 12 + 𝑖𝑡|

⎞⎠
1
2

. (11)

Оскiльки на одиничнiй прямiй (тобто 𝑅𝑒𝑠 = 1) справедливi оцiнки:

|𝐺′
0(𝑠)| = 0,

1

|𝜁(1 + 2𝑖𝑡)|
≪ ln(|𝑡|+ 3), |𝑥1+2𝑖𝑡| = 𝑥,
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то, в силу леми 1 (vi), виводимо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝐶∫︁
𝐷

𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝑥 ln2 𝑇. (12)

Нарештi,

res
𝑠=1

(︂
𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠

)︂
=
𝐺′

0(1)

𝜁(2)
𝑥. (13)

Покладемо 𝑐 = 1 +
1

ln𝑥
, 𝑇 = 𝑥

1
2 (ln𝑥)

1
2 . Тодi з (9)–(13) отримуємо

∑︁
𝑛6𝑥

𝑆1
𝑘(𝑛)

𝑛
=
𝐺′

0(1)

𝜁(2)
𝑥+𝑂(𝑥

1
2 ln2 𝑥).

Звiдси, застосовуючи лему Абеля про часткове пiдсумовування, виводимо∑︁
𝑛6𝑥

𝑆1
𝑘(𝑛) =

∑︁
𝑛6𝑥

𝑆1
𝑘(𝑛)

𝑛
𝑛 =

𝐺′
0(1)

𝜁(2)
𝑥2 +𝑂(𝑥

3
2 ln2 𝑥), (14)

з абсолютною сталою в символi ”𝑂”.
Iз виразу для 𝐺′

0(1) виходить, що 𝐺
′
0(1) є обчислюваною додатною сталою, а

тому доведена теорема

Теорема 1. При 𝑥→∝ справедлива асимптотична формула∑︁
𝑛6𝑥

𝑆1
𝑘(𝑛) = 𝐶𝑘𝑥

2 +𝑂
(︁
𝑥

3
2 ln2 𝑥

)︁
,

де стала 𝐶𝑘 > 0 може бути обчислена, а стала у символi ”𝑂” є абсолютною.

Беручи до уваги, що 𝑙𝑛2𝑥 = (𝑥𝜖) для будь-якого фiксованого 𝜖 > 0, ми ма-
ємо, що в отриманiй теоремi 1 залишковий член менше, нiж у формулi (1), яка
наведена в роботi Liping. Бiльш того, наш метод доведення теореми 1 дозволяє
отримати оцiнку залишкового члена

𝑅(𝑥) = 𝑂(𝑥
3
2 exp(−𝑐(ln𝑥)− 2

3 )),

враховуючи, що 𝜁(2𝑠) не має нулiв в областi

𝑅𝑒𝑠 > 1− 𝐶

(ln(|𝑡|+ 10))
2
3 ln ln(|𝑡|+ 10)

(див. [6], гл. VI, теорема 2).
Тепер розглянемо аналог формули Lu Yaming (див. формулу (2)) для ариф-

метичної функцiї 𝜏(𝑆1
𝑘(𝑛)), де 𝜏(𝑛) — функцiя дiльникiв, тобто 𝜏(𝑛) =

∑︁
𝑑|𝑛

1. У

випадку 𝑘 = 2 формула (7) дає (за лемою 5):

∑︁
𝑛6𝑥

𝜏(𝑆1
2(𝑛)) =

1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝜁2(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝜁(3𝑠)𝐺

(2)
1 (𝑠)

𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠+𝑂

(︂
𝑥𝑠

𝑇 (𝑐− 1)2

)︂
, (15)
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де 𝑐 > 1, 𝑇 > 1, 𝐺
(2)
1 — регулярна в напiвплощинi 𝑅𝑒𝑠 > 1

4 .
Знову, враховуючи, що подiнтегральна функцiя в напiвплощинi 𝑅𝑒𝑠 > 1

2 має
єдину особливу точку (це полюс другого порядку), ми пiсля стандартних обчи-
слень за допомогою леми 1 знаходимо∑︁

𝑛6𝑥

𝜏(𝑆1
2(𝑛)) =

= res
𝑠=1

(︂
𝜁2(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝜁(3𝑠)𝐺

(2)
1 (𝑠)

𝑥𝑠

𝑠

)︂
+𝑂

⎛⎜⎝ 𝑐∫︁
1
2

𝑇
2(1−𝜎)

3
𝑥𝜎

𝑇
ln𝑇𝑑𝜎

⎞⎟⎠+

+
1

2𝜋𝑖

𝑇∫︁
−𝑇

𝜁2
(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝜁
(︀
3
2 + 3𝑖𝑡

)︀
𝜁(3 + 2𝑖𝑡)

𝐺
(2)
1

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝑥

1
2+𝑖𝑡

1
2 + 𝑖𝑡

𝑑𝑡.

(16)

Для останнього iнтеграла в (16) маємо оцiнку⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑇∫︁
−𝑇

𝜁2
(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝜁
(︀
3
2 + 3𝑖𝑡

)︀
𝜁(3 + 2𝑖𝑡)

𝐺
(2)
1

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝑥

1
2+𝑖𝑡

1
2 + 𝑖𝑡

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6 2

𝑇∫︁
1

⃒⃒⃒⃒
𝜁

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2 ⃒⃒⃒⃒𝜁( 32 + 3𝑖𝑡)

𝜁(3 + 2𝑖𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑥

1
2

𝑡
𝑑𝑡+𝑂(𝑥

1
2 ).

(17)

Тут ми прийняли до уваги, що на вiдрiзку [−1, 1] прямої 𝑅𝑒𝑠 = 1
2 пiдiнте-

гральна функцiя оцiнюється як 𝑂(𝑥
1
2 ) i, крiм того,

𝐺
(2)
1

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
= 𝑂(1),

⃒⃒⃒⃒
𝜁

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝜁

(︂
1

2
− 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
,

1

𝜁(3 + 2𝑖𝑡)
= 𝑂(ln(|𝑡|+ 10)),

𝜁

(︂
3

2
+ 3𝑖𝑡

)︂
= 𝑂(1).

Тому з нерiвностi Кошi–Шварца отримуємо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑇∫︁
−𝑇

𝜁2
(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝜁
(︀
3
2 + 3𝑖𝑡

)︀
𝜁(3 + 2𝑖𝑡)

𝐺
(2)
1

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝑥

1
2+𝑖𝑡

1
2 + 𝑖𝑡

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪

≪ 𝑥
1
2

𝑇∫︁
1

|𝜁( 12 + 𝑖𝑡)|2

𝑡
1
2

ln(|𝑡|+ 10)
1
2

𝑑𝑡≪ 𝑥
1
2 ln4 𝑇.

(18)
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(Ми оцiнили перший iнтеграл праворуч за лемою 1 (vii)). Крiм того, оскiльки
𝜁(𝑠) = 1

𝑠−1 + 𝛾 + (𝑠− 1)𝑔(𝑠), де 𝑔(𝑠) — аналiтична в околi точки 𝑠 = 1, то маємо

𝜁2(𝑠) =
1

(𝑠− 1)2
+

2𝛾

𝑠− 1
+ (𝛾2 + 2𝑔(𝑠)) + (𝑠− 1)2𝑔(𝑠),

𝑥𝑠

𝑠
= 𝑥+ (𝑥 ln𝑥− 𝑥)(𝑠− 1) +𝑂((𝑠− 1)2𝑥 ln𝑥),

𝜁(3𝑠) = 𝜁(3) + 3𝜁 ′(3)(𝑠− 1) + · · · ,

𝐺
(2)
1 (𝑠) = 𝐺

(2)
1 (1) +𝑂(𝑠− 1).

Звiдки випливає, що

res
𝑠=1

(︁
𝜁2(𝑠)
𝜁(2𝑠)𝜁(3𝑠)𝐺

(2)
1 (𝑠)

)︁
=

= 𝜁(3)𝐺
(2)
1 (1)𝑥 ln𝑥+ 𝑥(2𝛾𝜁(3)𝐺

(2)
1 (1)− 𝜁(3)𝐺

(2)
1 (1)+

+3𝜁 ′(3)𝐺
(2)
1 (1) + 𝜁(3)𝐺

(2)𝑃1

1 (1)) = 𝑥𝑃1(ln𝑥),

(19)

де 𝑃1(𝑢) = 𝐴𝑢+𝐵,𝐴 = 𝜁(3)𝐺
(2)
1 (1) > 0, 𝐵 — обчислювальнi сталi.

Випадок 𝑘 > 3 дає подiбний результат. Таким чином, iз спiввiдношень (15)–

(19), беручи 𝑐 = 1 + 1
ln 𝑥 , 𝑇 = 𝑥

1
2 , ми вiдразу отримуємо наступний результат.

Теорема 2. Для кожного натурального 𝑘 > 2 iснують обчислювальнi сталi

𝐶
(1)
𝑘 > 0, 𝐶

(2)
𝑘 такi, що

𝜏(𝑆1
𝑘(𝑛)) = 𝐶

(1)
𝑘 𝑥 ln𝑥+ 𝐶

(2)
𝑘 𝑥+𝑂(𝑥

1
2 (ln𝑥)4).

Для середнього значення функцiї 𝑆2
𝑘(𝑛) в роботi [26] отриманi ”𝑂” i Ω-оцiнки,

i ми не маємо можливостi їх покращити. Але з вигляду твiрного ряд для 𝑆
(2)
𝑘 (𝑛):

∝∑︁
𝑛=1

𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)

𝑛𝑠
=
𝜁(𝑠)𝜁(𝑘𝑠− 1)

𝜁(𝑘𝑠)
, 𝑅𝑒𝑠 > 1,

ми можемо отримати "умовний"результат, вважаючи, що гiпотеза Римана спра-
ведлива.

Теорема 3. В умовах справедливостi гiпотези Римана має мiсце асимпто-
тична формула

∑︁
𝑛6𝑥

𝑆
(2)
2 (𝑛) =

3

𝜋

2

𝑥

(︂
ln𝑥+ 3𝛾 − 1− 12

𝜋2
𝜁 ′(3)

)︂
+𝑂

(︁
𝑥

1
3+𝜖
)︁
,

зi сталою в символi ”𝑂”, яка залежить вiд 𝜖.
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Доведення. Ми використовуємо формулу Перрона i переносимо контур
iнтегрування на пряму 𝑅𝑒𝑠 = 1

4 + 𝜖, 𝜖 > 0.

Тепер завдяки спiввiдношенню (iii) леми 3 i формулi Стiрлiнга для Γ(𝑧) (див.,
наприклад, [6]):

ln Γ(𝑧) =

(︂
𝑧 − 1

2

)︂
ln 𝑧 − 𝑧 +

√︀
(ln 2𝜋) +𝑂

(︂
1

|𝑧|

)︂
, | arg 𝑧| 6 𝜋 − 𝛿, 𝛿 > 0

виводимо ⃒⃒
𝜁
(︀
1
4 + 𝜖+ 𝑖𝑡

)︀⃒⃒
≪ (|𝑡|+ 10)

1
4 ,⃒⃒

𝜁
(︀
2
(︀
1
4 + 𝜖

)︀)︀
− 1 + 2𝑖𝑡)

⃒⃒
≪ |𝑡|+ 10,

1

|𝜁
(︀
2
(︀
1
4 + 𝜖

)︀)︀
+ 2𝑖𝑡)|

≪ |𝑡|𝜖

(20)

(сталi в символах ” ≪ ” залежать вiд 𝜖).

Таким чином, маємо ∑︀
𝑛6𝑥

𝑆
(2)
2 (𝑛) =

= res
𝑠=1

(︂
𝜁(𝑠)𝜁(2𝑠− 1)

𝜁(2𝑠)

𝑥𝑠

𝑠

)︂
+𝑂

⎛⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1
4+𝜖+𝑖𝑇∫︁

1
4+𝜖−𝑖𝑇

𝜁(𝑠)𝜁(2𝑠− 1)

𝜁(2𝑠)

𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⎞⎟⎠+

+𝑂

⎛⎜⎝ 𝑐∫︁
1
4+𝜖

𝜁(𝜎 ± 𝑖𝑇 )𝜁(2𝜎 − 1± 2𝑖𝑡)

𝜁(2𝜎 + 2𝑖𝑡)

𝑥𝜎

𝑇
𝑑𝜎

⎞⎟⎠+𝑂

(︂
𝑥𝑐

𝑇 (𝑐− 1)2

)︂
.

(21)

Ми врахували, що в точцi 𝑠 = 1 пiдiнтегральна функцiя має полюс другого
порядку.

Проводячи обчислення res
𝑠=1

i iнтегралiв в (21) за допомогою оцiнок (20), отри-

муємо для 𝑐 = 1 +
1

ln𝑥
:

res
𝑠=1

(︂
𝜁(𝑠)𝜁(2𝑠− 1)

𝜁(2𝑠)

𝑥𝑠

𝑠

)︂
=

3

𝜋

2

𝑥

(︂
ln𝑥+ 3𝛾 − 1− 12

𝜋2
𝜁 ′(2)

)︂
,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1
4+𝜖+𝑖𝑇∫︁

1
4+𝜖−𝑖𝑇

𝜁(𝑠)𝜁(2𝑠− 1)

𝜁(2𝑠)

𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒≪ 𝑇

5
4−𝜖𝑥

1
4+𝜖, (22)

𝑐∫︁
1
4+𝜖

𝜁(𝜎 ± 𝑖𝑇 )𝜁(2𝜎 − 1± 2𝑖𝑡)

𝜁(2𝜎 + 2𝑖𝑡)

𝑥𝜎

𝑇
𝑑𝜎 ≪ 𝑇

1
4−𝜖𝑥

1
4+𝜖 +

𝑥

𝑇
ln2 𝑥. (23)

Вiзьмемо 𝑇 = 𝑥
1
3 . Тодi з (21)–(23) ми отримаємо твердження теореми 3.
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Зауваження 1. В [26] було отримано безумовний результат з залишко-

вим членом 𝑂(𝑥
3
4 (ln𝑥)

3
2 ) та дана Ω–оцiнка 𝑂(𝑥

1
2 (ln𝑥)

1
2 ). Наш результат покра-

щує безумовну оцiнку з [26], але показує, що можливо Ω–оцiнка може бути
пiдвищена.

Зауваження 2. Метод дослiдження функцiї 𝑆2
2(𝑛) в умовах справедливостi

гiпотези Римана, на жаль, не приводить до покращення залишкового члена для
𝑆2
𝑘(𝑛), 𝑘 ≥ 3, який наведений в роботi [26].

Тепер ми переходимо до побудови асимптотичної формули для середнього
значення 𝜏(𝑆2

𝑘(𝑛)).
Вище ми довели, що

𝜏(𝑆2
𝑘(𝑛)) = 𝜏𝑙,𝑘(𝑛).

Тому маємо (дивись [17])∑︁
𝑛6𝑥

𝜏(𝑆2
𝑘(𝑛)) = 𝑥𝜁(𝑘) + 𝑥

1
𝑘 𝜁

(︂
1

𝑘

)︂
+𝑂(Δ(1, 𝑘;𝑥)),

де Δ(1, 𝑘;𝑥) =
∑︀

1 +
∑︀

2 ;
∑︀

1 = max
16𝑁6𝑥

1
𝑘 +1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︀
𝑁6𝑛62𝑁

𝜓( 𝑥
𝑛𝑘 )

⃒⃒⃒⃒
⃒ , 𝜓(𝑢) := 𝑢 − [𝑢] − 1

2 ,

[𝑢] — цiла частина 𝑢.

З роботи Richert[10] випливає, що Δ(1, 𝑘;𝑥) ≪ 𝑥
2

5+2𝑘 , що краще, нiж резуль-
тат, вказаний в роботi In Yaming [8] (див. формулу (2) нашої роботи).

На сьогоднiшнiй день можна отримати таку оцiнку

Δ(1, 𝑘;𝑥) ≪ 𝑥𝜃(𝑘) ln𝑥, 𝜃(𝑘) = max

(︂
𝑙0 + 𝑙1
𝑙0 + 1

,
1

𝑘 + 1
,

𝑙0
𝑙0𝑘 + 𝑞 + 𝑙0 − 𝑙1

)︂
,

де (𝑙0, 𝑙1) — довiльна експонентна пара (наприклад, експонентна пара Huxley-
Watt ( 9

56 + 𝜖, 3756 + 𝜖), 𝜖 > 0 — довiльно мале число). Таким чином, справедлива

Теорема 4. Нехай (𝑙0, 𝑙1) — одновимiрна експонентна пара, 0 < 𝑙0 <
1
2 <

𝑙1 < 1. Тодi справедлива асимптотична формула∑︁
𝑛≤𝑥

𝜏(𝑆2
𝑘(𝑛)) = 𝜁(𝑘)𝑥+ 𝜁

(︂
1

𝑘

)︂
𝑥

1
𝑘 +𝑂

(︁
𝑥𝜃(𝑘) ln𝑥

)︁
,

де 𝜃(𝑘) визначена вище.

Нашою останньою метою буде доведення асимптотичної формули для сере-
днього занчення 𝜏(𝑆2

2(𝑛)) в короткому iнтервалi, а саме

Теорема 5. Для ℎ ∈ [𝑥𝜃, 𝑥) справедлива асимптотична формула

1

ℎ

∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏(𝑆2
2(𝑛)) =

6

𝜋2
+𝑂

(︁
ℎ

1
2

)︁
+𝑂

(︀
𝑥𝜃
)︀
,

де 𝜃 = 0, 2204.
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Доведення. Для ℎ > 𝑥
2 маємо∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏1,2(𝑛) =
∑︁

𝑥<𝑚𝑑26𝑥+ℎ

1 =

=
∑︁

𝑑6(𝑥+ℎ)
1
2

∑︁
𝑥
𝑑2

<𝑚6 𝑥+ℎ

𝑑2

1 =
∑︁

𝑑6(𝑥+ℎ)
1
2

(︂[︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

]︂
−
[︁ 𝑥
𝑑2

]︁)︂
=

= ℎ

∝∑︁
𝑑=1

1

𝑑2
+𝑂

⎛⎜⎝ℎ ∑︁
𝑑6(𝑥+ℎ)

1
2

⎞⎟⎠ = 𝜁(2)ℎ+𝑂
(︁
ℎ

1
2

)︁
.

(24)

Далi для 𝑥
2
3 6 ℎ < 𝑥

2∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏1,2(𝑛) =
∑︁
𝑑6ℎ

1
2

∑︁
𝑥
𝑑2

<𝑚6 𝑥+ℎ

𝑑2

1 +
∑︁

𝑥<𝑚𝑑26𝑥+ℎ
1

𝑑 > ℎ
1
2 1 =

= 𝜁(2)ℎ+𝑂
(︁
ℎ

1
2

)︁
+𝑂

⎛⎝∑︁
𝑚< 𝑥

ℎ

(︃√︂
𝑥+ ℎ

𝑚
−
√︂
𝑥

𝑚

)︃⎞⎠ = 𝜁(2)ℎ+𝑂
(︁
ℎ

1
2

)︁
.

(25)

Нарештi, для ℎ < 𝑥
2
3 маємо

∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏1,2(𝑛) =
∑︁
𝑑6ℎ

1
2

(︂[︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

]︂
−
[︁ 𝑥
𝑑2

]︁)︂
+𝑂

⎛⎝ ∑︁
ℎ

1
2 <𝑑<𝑥

1
2

(︂[︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

]︂
−
[︁ 𝑥
𝑑2

]︁)︂⎞⎠ ,

оскiльки ∑︁
ℎ

1
2 <𝑑<𝑥

1
2

(︂[︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

]︂
−
[︁ 𝑥
𝑑2

]︁)︂
=

=
∑︁

ℎ
1
2 <𝑑<𝑥

1
3

(︂
𝜓
(︁ 𝑥
𝑑2

)︁
− 𝜓

(︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

)︂)︂
+𝑂(ℎ

1
2 ) +

∑︁
𝑥

1
2 <𝑑<𝑥

1
3

∑︁
𝑥<𝑚𝑑26𝑥+1

1.

(26)

Але

∑︁
𝑥

1
2 <𝑑<𝑥

1
3

∑︁
𝑥<𝑚𝑑26𝑥+1

1 =
∑︁

𝑚6𝑥
1
3

∑︁
( 𝑥
𝑚 )

1
2 <𝑑6( 𝑥+ℎ

𝑚 )
1
2

1 =
∑︁

𝑚6𝑥
1
3

(︃[︃√︂
𝑥+ ℎ

𝑚

]︃
−
[︂√︂

𝑥

𝑚

]︂)︃
=

=
∑︁

𝑚6𝑥
1
3

(︃
𝜓

(︂√︂
𝑥

𝑚

)︂
− 𝜓

(︃√︂
𝑥+ ℎ

𝑚

)︃)︃
+𝑂

(︁
ℎ𝑥

1
3

)︁
=

=
∑︁

𝑚6𝑥
1
3

(︃
𝜓

(︂√︂
𝑥

𝑚

)︂
− 𝜓

(︃√︂
𝑥+ ℎ

𝑚

)︃)︃
+𝑂

(︁
ℎ𝑥

1
2

)︁
.

(27)
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Таким чином, ми отримали спiввiдношення

∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏1,2(𝑛) = 𝜁(2)ℎ+𝑂

⎛⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∑︁
ℎ6𝑥

1
3

𝜓

(︂√︂
𝑥

𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
⎞⎟⎠+

+𝑂

⎛⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∑︁
ℎ6𝑥

1
2

𝜓
(︁ 𝑥
𝑛2

)︁⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
⎞⎟⎠+𝑂

(︁
ℎ

1
2

)︁
.

(28)

Суми справа оцiнювали багато авторiв (див. [17]). Ми будемо користуватись
оцiнками ∑︁

ℎ6𝑥
1
3

𝜓

(︂√︂
𝑥

𝑛

)︂
≪ 𝑥

9
41 = 𝑥0,2195... (див.[10]) , (29)

∑︁
ℎ6𝑥

1
3

𝜓
(︁ 𝑥
𝑛2

)︁
= 𝑥0,2204(див.[2]) . (30)

Тому з (28)–(30) випливає твердження теореми 5.

Висновки. В теоремах 1–5 нами покращенi деякi результати Keng [7], Lu
Yaming [8], Wang Yanxing [15], а також доведено новi оцiнки вiдносно розподiлу
значень 𝜏(𝑆1

𝑘(𝑛)) на вiдрiзках натурального ряду i 𝜏(𝑆
2
2(𝑛)) в короткому iнтерва-
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