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ОДИН ДВОКРОКОВИЙ МЕТОД ДЛЯ ЗАДАЧ
СТРУКТУРНО–ПАРАМЕТРИЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ

ЛIНIЙНИХ СИСТЕМ КЕРУВАННЯ

Страхов Є. М., Яровий А. Т. Один двокроковий метод для задач струк-
турно-параметричної оптимiзацiї лiнiйних систем керування. У cтаттi роз-
глядається застосування двокрокового методу мiнiмiзацiї функцiй багатьох змiнних у
задачах структурно-параметричної оптимiзацiї лiнiйних систем керування з фiксовани-
ми i нефiксованими точками перемикання.
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Страхов Е. М., Яровой А. Т. Один двухшаговый метод для задач струк-
турно-параметрической оптимизации линейных систем управления. В статье
рассматривается применение двухшагового метода минимизации функций многих пере-
менных в задачах структурно-параметрической оптимизации линейных систем управ-
ления с фиксированными и нефиксированными точками переключения.
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Вступ. У математичних моделях складних технiчних систем функцiї керу-
вання, як правило, мають структурно-параметричну форму. Це означає, що на
певних вiдрiзках часу керування задається за допомогою функцiй, якi залежать
вiд часової змiнної та параметрiв. Таким чином, виникає задача знаходження
оптимальних режимiв системи у структурно-параметричних класах.

Одним з можливих пiдходiв до розв’язування задач структурно-параметрич-
ної оптимiзацiї систем керування є застосування варiацiйного методу. За його до-
помогою будуються iтерацiйнi процедури типу градiєнтного спуску за обраними
параметрами або точками перемикання. Результати у цьому напряму, зокрема,
одержанi в працi [3]. Однак цi методи алгоритмiчно є досить складними, i їх
застосування на практицi викликає певнi труднощi.

Застосування принципу оптимальностi та методу динамiчного програмуван-
ня Беллмана до задачi вибору оптимальної структури обґрунтовано у роботах
[1, 2]. В них отриманi рiвняння Беллмана у iнтегральнiй та диференцiальнiй
формах. Випадок структур керування, що мiстять фазову змiнну, розглянутий у
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статтi [5]. Застосування методу динамiчного програмування для систем з нефiк-
сованою структурою висвiтлене у [8]. В [6] одержанi достатнi умови оптималь-
ностi для задачi структурно-параметричної оптимiзацiї з фiксованими точками
перемикання, в якiй структура керування мiстить фазову змiнну. Цi теоретич-
нi результати дають можливiсть розробляти чисельнi алгоритми структурно-
параметричної оптимiзацiї для задач з фiксованою i нефiксованою структурами
за допомогою рiвнянь Беллмана.

В данiй статтi розглядається застосування двокрокової iтерацiйної процеду-
ри мiнiмiзацiї функцiй багатьох змiнних [7] для оптимiзацiї параметрiв лiнiйної
системи керування з фiксованими точками перемикання. Також запропоновано
емпiричний алгоритм оптимiзацiї параметрiв i точок перемикання в лiнiйнiй си-
стемi з нефiксованою структурою.

Основнi результати
1. Двокроковий метод мiнiмiзацiї функцiй. На сучасному етапi роз-

витку науки вже розроблено та дослiджено багато пiдходiв до розв’язку задач
нелiнiйного програмування, одним з яких є методи спуску. Загальний принцип
цих методiв полягає у побудовi послiдовних напрямкiв спуску (тобто зменшення
значень функцiї), виходячи з певної початкової точки (початкового наближення).
Рiзнi класи методiв спуску визначаються, в першу чергу, способами побудови на-
прямкiв спуску.

Розрiзняють методи нульового (при обчисленнях використовуються тiльки
значення функцiї в точках простору), першого (крiм значень функцiї, обчислю-
ється її перша похiдна), другого (використовується друга похiдна) порядкiв. Та-
кож методи подiляють на однокроковi та багатокроковi. Однокроковi алгоритми
на (k+1)-й iтерацiї враховують лише тi значення функцiї та її похiдних, якi були
отриманi на попередньому кроцi. Багатокроковi алгоритми використовують до-
датково iнформацiю, отриману на бiльш раннiх етапах процесу оптимiзацiї. За
рахунок цього вони є бiльш ефективними порiвняно з однокроковими. Класичним
двокроковим методом першого порядку є метод спряжених градiєнтiв.

Розглянемо задачу нелiнiйного програмування

𝑓(𝑥) → min, 𝑥 ∈ R𝑛. (1.1)

Для її розв’язання пропонується двокроковий метод [7]

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ,
𝑠0 = −𝑓 ′(𝑥0), 𝑠𝑘 = −𝐻𝑘𝑓

′(𝑥𝑘) + 𝜉𝑘𝑠𝑘−1,
(1.2)

де 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, . . . – послiдовнi наближення, 𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑘, . . . – напрямки спуску,
𝛽𝑘 та 𝜉𝑘 – числовi параметри. Матрицi 𝐻𝑘 будемо перераховувати рекурентним
способом за алгоритмом Девiдона–Флетчера–Пауелла

𝐻𝑘 = 𝐻𝑘−1 +
𝑟𝑘−1 𝑟

𝑇
𝑘−1

⟨𝑟𝑘−1, 𝑒𝑘−1⟩
−
𝐻𝑘−1 𝑒𝑘−1 𝑒

𝑇
𝑘−1𝐻𝑘−1⟨︀

𝐻𝑇
𝑘−1 𝑒𝑘−1, 𝑒𝑘−1

⟩︀ , (1.3)

де 𝑟𝑘 = 𝑥𝑘+1−𝑥𝑘, 𝑒𝑘 = 𝑓 ′(𝑥𝑘+1)−𝑓 ′(𝑥𝑘). У якостi 𝐻0 можна взяти довiльну симе-
тричну додатно означену матрицю, наприклад, одиничну. Через певну кiлькiсть
крокiв проводиться операцiя вiдновлення матрицi, тобто покладаємо 𝐻𝑘+1 = 𝐻0.
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На практицi рекомендується здiйснювати вiдновлення через кожнi 𝑛 крокiв, де
𝑛 – вимiрнiсть простору.

Iснує декiлька способiв обчислення параметру 𝜉𝑘. Скористаємося формулою
для яристого методу спряжених градiєнтiв [4]

𝜉𝑘 =
(𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥𝑘−1), 𝑓

′(𝑥𝑘−1))

(𝑠𝑘−1, 𝑓 ′(𝑥𝑘−1))
. (1.4)

Опишемо алгоритм обчислення параметру 𝛽𝑘. Нехай 𝛽0 = 1. На k-му кро-
цi спочатку покладаємо 𝛽𝑘 = 𝛽𝑘−1. Якщо при цьому 𝑓(𝑥𝑘+1) < 𝑓(𝑥𝑘), то або
переходимо до наступної iтерацiї, або покладаємо 𝛽𝑘 = 2𝛽𝑘−1. Якщо значення
𝑓(𝑥) менше за попереднє, то процес подвоєння продовжуємо до тих пiр, поки
спадання не припиниться. Якщо ж 𝑓(𝑥𝑘+1) > 𝑓(𝑥𝑘), то покладаємо 𝛽𝑘 = 0,5𝛽𝑘−1.
Якщо 𝑓(𝑥𝑘 + 0,5𝛽𝑘−1𝑠𝑘) < 𝑓(𝑥𝑘) , то переходимо до наступної iтерацiї. Якщо ж
𝑓(𝑥𝑘 + 0,5𝛽𝑘−1𝑠𝑘) > 𝑓(𝑥𝑘), то покладаємо 𝛽𝑘 = 0,25𝛽𝑘−1 i т. д. Метод описаний.

Означення 1. Вектори 𝑠0, . . . , 𝑠𝑛−1 називаються 𝐴-ортогональними (спря-
женими), якщо вони задовольняють умовам

(𝑠𝑖, 𝐴𝑠𝑗) = 0, 𝑖 ̸= 𝑗.

Теорема 1. [7] Напрямки спуску, визначенi за схемою (1.2)–(1.4), є спря-
женими для квадратичної функцiї вигляду

𝑓(𝑥) =
1

2
(𝐴𝑥, 𝑥) + (𝑏, 𝑥) + 𝑐,

де 𝐴 – симетрична додатно означена матриця розмiрностi 𝑛×𝑛 з постiйними
елементами, 𝑏 – вектор, 𝑐 – скаляр.

Теорема 2. [7] Нехай для мiнiмiзацiї сильно опуклої двiчi диференцiйованої
функцiї 𝑓(𝑥), яка задовольняє умовам

∀𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑚‖𝑦‖2 6 (𝑓 ′′(𝑥)𝑦, 𝑦) 6𝑀‖𝑦‖2, 𝑚 > 0,

використовується процес (1.2), в якому побудова матрицi 𝐻𝑘 здiйснюється
за методом (1.3), причому через 𝑛 крокiв здiйснюється вiдновлення 𝐻𝑘. Тодi
якщо значення 𝛽𝑘 визначається з умови мiнiмуму функцiї у напрямку 𝑠𝑘, то
послiдовнiсть {𝑥𝑘} незалежно вiд вибору початкової точки 𝑥0 збiгається до
розв’язку зi зверхлiнiйною швидкiстю.

Результати чисельних експериментiв на тестових функцiях вказують на те,
що двокроковий алгоритм (1.2)–(1.4) дає краще наближення до точки мiнiму-
му при меншiй кiлькостi iтерацiй порiвняно iз класичним методом спряжених
градiєнтiв [7].

2. Структурно-параметрична оптимiзацiя лiнiйних систем керуван-
ня з фiксованими точками перемикання. Розглянемо лiнiйну систему

𝑑𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡) 𝑥 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑢 (𝑡) , (2.1)

𝑥 (𝑡0) = 𝑥0.
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Тут 𝑥 – вектор фазових координат розмiрностi 𝑛, 𝑢 – вектор керування розмiр-
ностi 𝑚, 𝐴(𝑡), 𝐶(𝑡) – матрицi з неперервними компонентами.

Нехай керування в системi (2.1) задане у виглядi

𝑢 (𝑡) = 𝑅 (𝑏𝑖) 𝑥 (𝑡) , 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1) , 𝑖 = 0, ... , 𝑁 − 1, (2.2)

де 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑁 = 𝑇 – фiксованi точки перемикання, 𝑏𝑖 – невiдомi числовi
параметри, 𝑅 (𝑏𝑖) – матриця розмiрностi 𝑚×𝑛, елементи якої є неперервно дифе-
ренцiйованими за параметрами 𝑏𝑖. Розглянемо випадок 𝑏𝑖 ∈ R𝑘𝑖 . Задача полягає
в мiнiмiзацiї критерiю якостi

𝐽 (𝑥, 𝑢) = ⟨𝑃0 𝑥 (𝑇 ) , 𝑥 (𝑇 )⟩ , (2.3)

де 𝑃0 – невiд’ємно означена симетрична матриця.
Маємо задачу оптимiзацiї параметрiв системи (2.1)–(2.2) при фiксованих точ-

ках перемикання. У [5] обґрунтований принцип оптимальностi Беллмана для та-
кої задачi, отримане iнтегро-диференцiальне рiвняння Беллмана.

Функцiя Беллмана шукається у виглядi квадратичної форми

𝐵 (𝑧, 𝑡) = ⟨𝑃 (𝑡) 𝑧, 𝑧⟩ ,

де 𝑃 (𝑡) – невiдома матриця розмiрностi 𝑛× 𝑛 з неперервно диференцiйованими
компонентами. При цьому

𝜕𝐵 (𝑧, 𝜏)

𝜕𝜏
=

⟨
𝑑𝑃 (𝜏)

𝑑𝜏
𝑧, 𝑧

⟩
, 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑧𝐵 (𝑧, 𝜏) =

(︀
𝑃 (𝜏) + 𝑃𝑇 (𝜏)

)︀
𝑧.

З означення функцiї Беллмана випливає, що 𝑃 (𝑇 ) = 𝑃0. Тодi iнтегро-диференцi-
альне рiвняння Беллмана для задачi (2.1)–(2.3) на вiдрiзку 𝑡 ∈ [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1] має ви-
гляд

inf
𝑏𝑠

{︂∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

[︂ ⟨
𝑑𝑃 (𝜏)

𝑑𝜏
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩
+

+
⟨︀(︀
𝑃 (𝜏) + 𝑃𝑇 (𝜏)

)︀
𝑥 (𝜏) , 𝐴 (𝜏) 𝑥 (𝜏) + 𝐶 (𝜏) 𝑅 (𝑏𝑠) 𝑥 (𝜏)

⟩︀ ]︀
𝑑𝜏
}︀
= 0.

Зробивши перетворення та згрупувавши подiбнi члени, отримаємо рiвняння∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

⟨(︂
𝑑𝑃 (𝜏)

𝑑𝜏
+𝐴𝑇 (𝜏) 𝑃 (𝜏) + 𝑃 (𝜏) 𝐴 (𝜏)

)︂
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩
𝑑𝜏+

+ inf
𝑏𝑠

{︂∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

⟨︀(︀
𝑅𝑇 (𝑏𝑠)𝐶

𝑇 (𝜏)𝑃 (𝜏) + 𝑃 (𝜏)𝐶 (𝜏)𝑅 (𝑏𝑠)
)︀
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩︀
𝑑𝜏

}︂
= 0.

Позначимо

𝐼𝑠 =

∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

⟨︀(︀
𝑅𝑇 (𝑏𝑠)𝐶

𝑇 (𝜏)𝑃 (𝜏) + 𝑃 (𝜏)𝐶 (𝜏)𝑅 (𝑏𝑠)
)︀
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩︀
𝑑𝜏,

𝑄𝑠 (𝑡, 𝑏𝑠) = 𝑅𝑇 (𝑏𝑠)𝐶
𝑇 (𝜏)𝑃 (𝜏) + 𝑃 (𝜏)𝐶 (𝜏)𝑅 (𝑏𝑠) , 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

Тодi
𝑑𝐼𝑠
𝑑𝑏𝑠

=

∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

[︂⟨
𝜕𝑄𝑠 (𝜏, 𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩
+



Двокроковий метод для задач структурно-параметричної оптимiзацiї 33

+

⟨(︀
𝑄𝑠 (𝜏, 𝑏𝑠) +𝑄𝑇

𝑠 (𝜏, 𝑏𝑠)
)︀ 𝜕𝑥 (𝜏)

𝜕𝑏𝑠
, 𝑥 (𝜏)

⟩]︂
𝑑𝜏 , (2.4)

𝜕𝑄𝑠 (𝑡, 𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
=
𝜕𝑅𝑇 (𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
𝐶𝑇 (𝜏)𝑃 (𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐶 (𝜏)

𝜕𝑅 (𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
. (2.5)

Перепишемо систему (2.1) з урахуванням структури керування. Ця система
на вiдрiзку 𝑡 ∈ [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1] еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

𝑥 (𝑡) = 𝑥 (𝑡𝑠) +

∫︁ 𝑡

𝑡𝑠

(𝐴 (𝜏) + 𝐶 (𝜏)𝑅 (𝑏𝑠)) 𝑥 (𝜏) 𝑑𝜏.

Тодi
𝜕𝑥 (𝑡)

𝜕𝑏𝑠
=

∫︁ 𝑡

𝑡𝑠

𝐶 (𝜏)

[︂
𝜕𝑅 (𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
𝑥 (𝜏) +𝑅 (𝑏𝑠)

𝜕𝑥 (𝜏)

𝜕𝑏𝑠

]︂
𝑑𝜏.

Позначимо 𝑈𝑠 (𝑡) =
𝜕𝑥(𝑡)
𝜕𝑏𝑠

, 𝑓 (𝑡) = 𝜕𝑅(𝑏𝑠)
𝜕𝑏𝑠

𝑥 (𝑡). Таким способом, з останнього спiв-
вiдношення отримаємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑑𝑈𝑠 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐶(𝑡)𝑅 (𝑏𝑠) 𝑈𝑠 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑓 (𝑡) , 𝑈𝑠 (𝑡𝑠) = 0. (2.6)

Отже, маємо наступний алгоритм знаходження оптимальних значень пара-
метрiв 𝑏𝑠 (𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1) у задачi (2.1)–(2.3).

1. Задаємо початковi наближення векторiв параметрiв 𝑏(0)𝑠 на кожному з iн-
тервалiв [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1), 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

2. Обчислюємо 𝑅
(︁
𝑏
(0)
𝑠

)︁
та 𝜕𝑅

𝜕𝑏𝑠

(︁
𝑏
(0)
𝑠

)︁
.

3. Розв’язуємо систему

𝑑𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡
=
(︁
𝐴 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑅

(︁
𝑏(0)𝑠

)︁)︁
𝑥 (𝑡) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0

та знаходимо траєкторiю 𝑥
(︁
𝑡, 𝑏

(0)
𝑠

)︁
.

4. Обчислюємо 𝑓 (𝑡) = 𝜕𝑅(𝑏𝑠)
𝜕𝑏𝑠

𝑥 (𝑡) при початковому наближеннi 𝑏(0)𝑠 . Далi,
на кожному часовому iнтервалi (𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1), 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1 розв’язуємо
систему (2.6) та знаходимо 𝑈𝑠 (𝑡) =

𝜕𝑥(𝑡)
𝜕𝑏𝑠

при 𝑏𝑠 = 𝑏
(0)
𝑠 .

5. Записуємо систему для визначення невiдомої матрицi 𝑃 (𝑡).

𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
= −

[︁
(𝐴 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑅 (𝑏𝑠))

𝑇
𝑃 (𝑡) + 𝑃 (𝑡) (𝐴 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑅 (𝑏𝑠))

]︁
,

𝑃 (𝑇 ) = 𝑃0.

Розв’язавши цю систему при 𝑏𝑠 = 𝑏
(0)
𝑠 для 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, отримуємо

матрицю 𝑃 (𝑡).

6. Пiдставляємо отриманi величини у спiввiдношення (2.4) та (2.5) та знахо-
димо 𝑑𝐼𝑠

𝑑𝑏𝑠
при 𝑏𝑠 = 𝑏

(0)
𝑠 , 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.
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7. На кожному з iнтервалiв 𝑡 ∈ [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1] скористаємося двокроковою iтера-
цiйною процедурою (1.2)–(1.3) для визначення набору параметрiв 𝑏*𝑠, що
доставляють мiнiмум iнтегралу 𝐼𝑠. Маємо

𝑏(𝑘+1)
𝑠 = 𝑏(𝑘)𝑠 + 𝛽𝑘 𝑠

(𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . , (2.7)

𝑠(0) = − 𝑑𝐼𝑠

𝑑𝑏
(0)
𝑠

, 𝑠(𝑘) = −𝐻𝑘
𝑑𝐼𝑠

𝑑𝑏
(𝑘)
𝑠

+ 𝜉𝑘𝑠
(𝑘−1), (2.8)

де параметр 𝜉𝑘 визначається за формулою (1.4).

8. Пiсля визначення оптимального набору параметрiв 𝑏*𝑖 за допомогою про-
цедури (2.7)–(2.8) пiдставляємо цей набiр у систему (2.1):

𝑑𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡
= (𝐴 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑅 (𝑏*𝑠)) 𝑥 (𝑡) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0.

Розв’язуємо цю систему та знаходимо оптимальну траєкторiю 𝑥* (𝑡).

9. Знаходимо оптимальне керування 𝑢*(𝑡) = 𝑅 (𝑏*𝑠)𝑥
*(𝑡) для кожного 𝑠 =

0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

Опис алгоритму завершено.
3. Структурно-параметрична оптимiзацiя лiнiйних систем керуван-

ня з нефiксованою структурою. Розглянемо задачу оптимального керування

𝐽(𝑥, 𝑢) =
𝑇∫︀
𝑡0

(⟨𝐷(𝜏)𝑥(𝜏), 𝑥(𝜏)⟩+ ⟨𝐸(𝜏)𝑢(𝜏), 𝑢(𝜏)⟩) 𝑑𝜏+

+ ⟨𝑃0𝑥(𝑇 ), 𝑥(𝑇 )⟩ → inf

(3.1)

за умов
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑢(𝑡), (3.2)

𝑥(𝑡0) = 𝑥0. (3.3)

Керування 𝑢(·) має вигляд

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1) , 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁 − 1}. (3.4)

Тут 𝐷(𝜏), 𝑃0 – невiд’ємно означенi симетричнi матрицi, 𝐸(𝜏) – додатно означена
симетрична матриця, 𝐴(𝑡), 𝐶(𝑡) – матрицi з неперервними компонентами. Векто-
ри 𝑢𝑗 є невiдомими, точки перемикання 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁 = 𝑇
– нефiксованими. Задача структурно-параметричної оптимiзацiї полягає у зна-
ходженнi точок перемикання та параметрiв 𝑢𝑗 так, щоб керування з класу (3.4)
доставляло мiнiмум функцiоналу (3.1) за умов (3.2), (3.3). У [8] обґрунтована
можливiсть застосування методу динамiчного програмування для такої задачi,
отримане диференцiальне рiвняння Гамiльтона—Якобi—Беллмана.

Функцiю Беллмана будемо шукати у виглядi квадратичної форми

𝐵(𝑧, 𝑡) = ⟨𝑃 (𝑡)𝑧, 𝑧⟩, (3.5)

де 𝑃 (𝑡) – невiдома матриця розмiрностi 𝑛× 𝑛 з абсолютно неперервними компо-
нентами.
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Диференцiальне рiвняння Гамiльтона—Якобi—Беллмана для задачi (3.1)–(3.4)
матиме вигляд⟨

𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑧, 𝑧

⟩
+
⟨︀
𝐴𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑧, 𝑧

⟩︀
+ ⟨𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)𝑧, 𝑧⟩+ ⟨𝐷(𝑡)𝑧, 𝑧⟩+

+ inf
𝑢𝑖

{︀⟨︀
(𝑃 (𝑡) + 𝑃𝑇 (𝑡))𝑧, 𝐶(𝑡)𝑢𝑖

⟩︀
+ ⟨𝐸(𝑡)𝑢𝑖, 𝑢𝑖⟩

}︀
= 0.

Матрицю 𝑃 (𝑡) будемо вибирати так, щоб

𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
+𝐴𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡) = −𝐷(𝑡). (3.6)

З граничної умови 𝐵(𝑧, 𝑇 ) = ⟨𝑃0 𝑧, 𝑧⟩ та вигляду функцiї Беллмана (3.5) випли-
ває, що

𝑃 (𝑇 ) = 𝑃0. (3.7)

Враховуючи симетричнiсть матриць 𝐷(𝑡) та 𝑃0, з рiвняння (3.6) та умови (3.7)
випливає, що матриця 𝑃 (𝑡) є симетричною. Тодi рiвняння Гамiльтона—Якобi—
Беллмана запишеться у виглядi⟨

𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑧, 𝑧

⟩
+
⟨︀
𝐴𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑧, 𝑧

⟩︀
+ ⟨𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)𝑧, 𝑧⟩+ ⟨𝐷(𝑡)𝑧, 𝑧⟩+

+ inf
𝑢𝑖

{2 · ⟨𝑃 (𝑡)𝑧, 𝐶(𝑡)𝑢𝑖⟩+ ⟨𝐸(𝑡)𝑢𝑖, 𝑢𝑖⟩} = 0.

Позначимо
𝐼(𝑡, 𝑢𝑖) = 2 · ⟨𝑃 (𝑡)𝑧, 𝐶(𝑡)𝑢𝑖⟩+ ⟨𝐸(𝑡)𝑢𝑖, 𝑢𝑖⟩ .

Зафiксуємо деякий набiр параметрiв {𝑢(0)𝑗 } та точок перемикання {𝑡(0)𝑗 }, 𝑗 =
= 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. Розглянемо варiацiю величини 𝐼(𝑡) за довiльною фiксованою
точкою перемикання 𝑡

(0)
𝑘 . Нехай ℎ > 0. Тодi при 𝛼 > 0 варiацiя керування має

вигляд

𝑢(𝑡, 𝛼, ℎ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢
(0)
𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡

(0)
𝑗 , 𝑡

(0)
𝑗+1), 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1},

𝑢
(0)
𝑘−1, 𝑡 ∈ [𝑡

(0)
𝑘 , 𝑡

(0)
𝑘 + 𝛼ℎ),

𝑢
(0)
𝑘 , 𝑡 ∈ [𝑡

(0)
𝑘 + 𝛼ℎ, 𝑡

(0)
𝑘+1),

𝑢
(0)
𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡

(0)
𝑗 , 𝑡

(0)
𝑗+1), 𝑗 ∈ {𝑘 + 1, . . . , 𝑁 − 1}.

В результатi у точцi 𝑡(0)𝑘 керування змiнилося з 𝑢(0)𝑘 на 𝑢(0)𝑘−1. Знайдемо рiзницю

Δ𝐼 = 𝐼(𝑡
(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘−1)− 𝐼(𝑡

(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘 ) =

= 2 ·
⟨
𝐶𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡

(0)
𝑘 ), 𝑢

(0)
𝑘−1

⟩
− 2 ·

⟨
𝐶𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡

(0)
𝑘 ), 𝑢

(0)
𝑘

⟩
+

+
⟨
𝐸(𝑡)𝑢

(0)
𝑘−1, 𝑢

(0)
𝑘−1

⟩
−
⟨
𝐸(𝑡)𝑢

(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘

⟩
=

= 2 ·
⟨
𝐶𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡

(0)
𝑘 ), 𝑢

(0)
𝑘−1 − 𝑢

(0)
𝑘

⟩
+
⟨
𝐸(𝑡)𝑢

(0)
𝑘−1, 𝑢

(0)
𝑘−1

⟩
−
⟨
𝐸(𝑡)𝑢

(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘

⟩
.
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Якщо Δ𝐼 < 0, тобто 𝐼(𝑡
(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘−1) < 𝐼(𝑡

(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘 ), то вiдбувається релаксацiя.

Отже, замiсть точки 𝑡(0)𝑘 вiзьмемо 𝑡(1)𝑘 = 𝑡
(0)
𝑘 + 𝛼ℎ. Вiдповiдно, у випадку Δ𝐼 > 0

покладемо 𝑡(1)𝑘 = 𝑡
(0)
𝑘 . Таким чином, послiдовно варiюючи точки змiни структури

вiд 𝑡
(0)
1 до 𝑡(0)𝑁−1, отримаємо новий набiр точок {𝑡(1)𝑗 }, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 − 1. Для цього

набору можемо визначити оптимальнi параметри, використовуючи двокроковий
метод (1.2)–(1.3) на кожному з iнтервалiв (див. алгоритм для задачi з фiксовани-
ми точками перемикання). Для нового набору параметрiв знову варiюємо точки
перемикання i т. д. Процес можна продовжувати до тих пiр, поки значення ве-
личини 𝐼(𝑡, 𝑢) зменшується.

Висновки. У статтi запропоновано два алгоритми побудови оптимального
керування у структурно-параметричнiй формi для лiнiйних систем керування з
фiксованими i нефiксованими точками перемикання. Для визначення оптималь-
них параметрiв застосовується двокроковий метод мiнiмiзацiї функцiй першого
порядку, який є бiльш ефективним за класичнi методи, такi як метод спряжених
градiєнтiв.
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