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ШЕСТОЙ ВИРИАЛЬНЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ ДЛЯ
МОДИФИЦИРОВАННОГО ПОТЕНЦИАЛА ЛЕННАРД-ДЖОНСА

Ушкац М. В., Євфiмко К. Д. Шостий вiрiальний коефiцiєнт для модифi-
кованого потенцiалу Леннард-Джонса. Для модифiкованого потенцiалу Леннард-
Джонса (mLJ), який має кiнцевий радiус взаємодiї, але зберiгає при цьому неперерв-
нiсть у енергiї та силi, розрахованi значення шостого вiрiального коефiцiєнта в дiапазонi
приведених температур 0,2 ÷ 100. Цi данi, у свою чергу, дозволили отримати теорети-
чнi значення критичних параметрiв mLJ системи, близькi до експериментальних. При
розрахунках використовувалась комплексна методика, що комбiнує у собi квадратур-
нi методи числового iнтегрування та сучасний статистичний метод вибiрки Майера.
Ця методика продемонструвала бiльшу унiверсальнiсть та ефективнiсть у порiвняннi iз
оригiнальною вибiркою Майера.
Ключовi слова: вiрiальний коефiцiєнт, незвiдний груповий iнтеграл, квадратурне iн-
тегрування, вибiрка Майера, модифiкований потенцiал Леннард–Джонса.
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вириального коэффициента в диапазоне приведенных температур 0,2÷100. Эти данные,
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mLJ системы, близкие к экспериментальным. При расчетах использовалась комплекс-
ная методика, сочетающая в себе квадратурные методы численного интегрирования и
современный статистический метод выборки Майера. Эта методика продемонстрирова-
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Майера.
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Введение. В исследованиях поведения термодинамических систем боль-
шой плотности реальное воздействие молекул друг на друга часто моделируется
упрощенными аналитическими выражениями силы или потенциальной энергии
(потенциала) взаимодействия для каждой отдельной пары молекул [1].

Одним из самых известных и широко используемых модельных потенциалов
подобного рода является двухпараметрический потенциал Леннард-Джонса (LJ)
12-6 [2, 3], в котором энергия отталкивания обратно пропорциональна 12-й сте-
пени расстояния между молекулами, а энергия притяжения — 6-й степени этого
расстояния.

К сожалению, бесконечный радиус взаимодействия LJ потенциала создает
значительные технические трудности при проведении численных экспериментов,
как на базе метода Монте-Карло [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11], так и с помощью методов
молекулярной динамики [9, 10, 11, 12, 13, 14]. В последние годы при компью-
терном моделировании все большую популярность приобретает так называемый
модифицированный потенциал Леннард-Джонса (mLJ) [15, 16, 17]
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, (1)

где 𝜀— энергия диссоциации парной связи; 𝜎 — расстояние, на котором потенциал
первый раз достигает нулевого значения; 𝐶1 = 0,0163169237 ·𝜀; 𝐶2 = 3136,5686 ·𝜀;
𝐶3 = −68,069 · 𝜀; 𝐶4 = −0,0833111261 · 𝜀; 𝐶5 = 0,746882273 · 𝜀.

Этот потенциал (1) и его производная (соответствующая сила взаимодей-
ствия) не имеют разрывов и полностью обращаются в ноль на дистанции в 2.5𝜎,
что положительно выделяет mLJ потенциал среди других и делает его хорошим
кандидатом на роль универсального эталона при сравнении различных теорети-
ческих и экспериментальных подходов и оценке их адекватности.

С другой стороны, в теоретических исследованиях mLJ потенциал пока не на-
шел широкого использования. В работе [18] для этого потенциала были впервые
получены вириальные коэффициенты до пятого порядка, включительно. Расче-
ты, проведенные там же [18] на основе вириального уравнения и альтернативных
выражений конфигурационного интеграла [19, 20, 21], показали достаточно хоро-
шее совпадение с результатами численных экспериментов при не слишком боль-
ших плотностях. Однако в области конденсации пяти коэффициентов оказалось
недостаточно для адекватного описания поведения mLJ системы. В частности,
теоретические значения критических параметров этой системы [18] все еще зна-
чительно отличаются от экспериментальных [15, 16, 17].

Поэтому целью данной работы был расчет шестого вириального коэффици-
ента для mLJ системы в широком интервале температур, что позволило бы уточ-
нить теоретическое описание ее поведения в области большой плотности.

Основные результаты
1. Методика расчетов. Согласно Майеру [22], вириальный коэффициент

(𝑘 + 1)-го порядка в разложении давления по степеням плотности определяется
выражением

𝐵𝑘+1 = − 𝑘

𝑘 + 1
𝛽𝑘, (2)
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46(180) 47(90) 48(60) 41(360) 42(45) 43(60) 44(360) 45(60) 
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49(20) 50(180) 51(180) 52(15) 53(60) 54(45) 55(15) 56(1) 

1(60) 2(360) 3(180) 4(180) 5(180) 6(15) 7(720) 8(360) 

Рис. 1. Неприводимые графы шестого вириального коэффициента. Числа в скоб-
ках показывают кратность (вес) в общей сумме

где 𝛽𝑘 — так называемый неприводимый групповой интеграл 𝑘-го порядка. При
заданном потенциале взаимодействия 𝑢(𝑟) величина 𝛽𝑘 определяется как делен-
ный на 𝑘!𝑉 интеграл суммы всех возможных произведений функций Майера

𝑓(𝑟) = exp

(︂
−𝑢(𝑟)
𝑘𝑇

)︂
− 1 (3)

для всех пар из (𝑘+1) молекул по их конфигурационному пространству, который
при этом не выражается через неприводимые интегралы более низких порядков.

Традиционные квадратурные методы, даже с использованием современных
вычислительных средств, позволяют рассчитать неприводимые интегралы пер-
вого, второго, третьего и четвертого порядков (второй, третий, четвертый и пя-
тый вириальные коэффициенты) [18, 23, 24]. Причем расчеты четвертого непри-
водимого интеграла оказываются очень громоздкими и требуют значительных
вычислительных затрат [18].

Определение пятого неприводимого интеграла, с учетом симметрии относи-
тельно перестановок индексов шести молекул, означает суммирование 56 различ-
ных интегралов. Если функцию Майера (3) представить как линию, соединяю-
щую пару молекул (“связь” молекул), то все эти интегралы можно изобразить в
виде графов на рис. 1, где показаны также вес или кратность каждого интеграла
(графа) в общей сумме. Расчет всей суммы квадратурными методами потребовал
бы колоссальных вычислительных затрат и не представляется возможным даже
с использованием самой современной техники.
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Совершенно новый подход к вычислению вириальных коэффициентов был
предложен коллективом под руководством Дэвида Кофке [25, 26, 27]. Он основан
на методе зонтичной выборки (“umbrella sampling” – разновидность алгоритма
Метрополис Монте-Карло [9]), где в качестве плотности вероятности использует-
ся само подынтегральное выражение (сумма различных произведений функций
Майера) и сам по себе предназначен только для вычисления вириальных коэф-
фициентов, что и определило его название — метод выборки Майера [25].

Суть выборки Майера состоит в определении неприводимого группового ин-
теграла Γ порядка 𝑛 по уже известному эталонному интегралу Γ0 (вариант пря-
мой выборки)

Γ = Γ0
⟨𝛾/𝜋⟩𝜋
⟨𝛾0/𝜋⟩𝜋

. (4)

В (4) символ 𝛾 означает величину подынтегрального выражения для иско-
мого интеграла, а 𝛾0 – для эталонного интеграла. Функция 𝜋 в (4) представля-
ет собой плотность вероятности, согласно которой принимается или отвергается
данная конфигурация (точка в конфигурационном пространстве 𝑛 молекул) в
соответствии с обычным алгоритмом Метрополиса. Угловые скобки означают
усреднение по всему ансамблю конфигураций.

В оригинальном варианте выборки Майера в качестве эталонных интегралов
используются вириальные коэффициенты для потенциала твердых сфер, кото-
рые на сегодня довольно точно определены до десятого порядка, включительно.
При высоких температурах подобный выбор эталона достаточно оправдан, но
при низких и околокритических температурах принципиальная разница в пове-
дении потенциалов Леннард-Джонса и твердых сфер приводит к очень большим
погрешностям вычислений. Поэтому при вычислении вириальных коэффициен-
тов высоких порядков вместо прямой выборки (“direct sampling” в оригинальной
формулировке) используется так называемая перекрывающаяся (“overlap sam-
pling”) [28], которая, как минимум, удваивает сложность алгоритма и время вы-
числений. Но даже и в этом случае погрешности остаются довольно значитель-
ными, и для получения достоверных значений приходится использовать очень
большое число шагов вычислений.

С целью повышения эффективности расчетов предлагается сочетание метода
выборки Майера с квадратурными методами. Такое сочетание возможно благода-
ря тому, что из совокупности всех графов, формирующих полный неприводимый
интеграл любого порядка, всегда найдется множество тех, которые достаточно
просто рассчитываются методом квадратур.

При этом, с одной стороны, для определения вириального коэффициента
останется вычислить методом выборки Майера сумму по меньшему числу гра-
фов, что означает большую скорость и простоту алгоритма при меньших погреш-
ностях.

С другой стороны, уже известные (т. е. предварительно вычисленные методом
квадратур) простые интегралы вполне могут использоваться как эталонные для
определения 𝛾0 в (4). Действительно, усложнение графов означает добавление
новых “связей” (функций Майера), а значит, и ограничение фазового простран-
ства соответствующих интегралов. С этой точки зрения интеграл, соответству-
ющий самому простому графу в подобной иерархии, обладает общим для всех
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своих производных (т. е. графов с дополнительными “связями”) конфигураци-
онным пространством и может служить для них естественным эталоном. Такой
выбор 𝛾0 еще больше упрощает и ускоряет вычисления по сравнению с ориги-
нальной методикой, где 𝛾0 вычисляется по тому же алгоритму, что и 𝛾, только
для другого потенциала взаимодействия.

2. Техническая реализация. Для произвольной тройки молекул 𝑖, 𝑗 и 𝑛 для
случая, когда последняя молекула связана функциями Майера только с двумя
первыми, определим интеграл по всем возможным положениям в пространстве
молекулы 𝑛 при фиксированных 𝑖 и 𝑗 как функцию

Φ (𝑠𝑖𝑗) =
𝜋𝜎3

2
√
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0
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где 𝑠𝑖𝑗 = 𝑟2𝑖𝑗/𝜎
2 – безразмерный квадрат расстояния между частицами с соответ-

ствующими номерами.
Двумерное интегрирование в (5) методом квадратур означает суммирование

по узлам двумерной сетки переменных 𝑠𝑖𝑛 и 𝑠𝑗𝑛. К этому суммированию добав-
ляется однократное, сферически симметричное, интегрирование по 𝑠𝑖𝑗 .

С помощью функции (5) и подобных ей, т. е. трехмерным суммированием,
могут быть рассчитаны 15 из 56 графов пятого неприводимого интеграла (инте-
гралы 1–10, 14–18 на рис. ). Например, если на шестиугольных графах 1–3 (рис. )
молекулы в крайних левой и правой вершинах обозначить как 1 и 2, а ближай-
ших к молекуле 2 соседей — 3 и 4, то соответствующие интегралы будут иметь
вид
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Причем наиболее эффективным представляется одновременный расчет всех
15 простейших интегралов (их вычисление по сложности соответствует третьему
вириальному коэффициенту [18]). Для этого на каждом шаге интегрирования по
относительному положению 1-й и 2-й молекул (по переменной 𝑠12) заполняется
всего одна двумерная таблица узлов по 𝑠1𝑛 и 𝑠2𝑛, где 𝑛— номер любой из остав-
шихся молекул. В каждом узле для 𝑠1𝑛 и 𝑠2𝑛 определяются функции Майера
𝑓 (𝜎

√
𝑠) и функции Φ (𝑠) (5), которые затем используются в нужных комбинаци-

ях для разных графов при суммировании по всей сетке.
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Для тех графов, где с тройкой молекул 𝑖𝑗𝑛 “связана” еще одна молекула 𝑚,
определим другую функцию (интеграл по всем возможным положениям молеку-
лы 𝑚 при фиксированных 𝑖𝑗𝑛):

Ψ(𝑠𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑛, 𝑠𝑗𝑛) =
𝜎3

√
𝑠𝑖𝑗

∞∫︀
0

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠𝑖𝑚
)︀
𝑑𝑠𝑖𝑚×

×
(
√
𝑠𝑖𝑚+

√
𝑠𝑖𝑗)

2∫︀
(
√
𝑠𝑖𝑚−√

𝑠𝑖𝑗)
2

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠𝑗𝑚

)︀
𝑑𝑠𝑗𝑚

𝜋∫︀
0

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠𝑛𝑚

)︀
𝑑𝜙

, (6)

где 𝑠𝑛𝑚 (𝑠𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑛, 𝑠𝑗𝑛, 𝑠𝑖𝑚, 𝑠𝑗𝑚, 𝜙) – безразмерный квадрат расстояния между ча-
стицами 𝑛 и 𝑚; 𝜙 - угол между плоскостями 𝑖𝑗𝑛 и 𝑖𝑗𝑚.

С помощью функции (6) или подобных ей квадратурными методами может
быть рассчитано еще 26 графов шестого вириального коэффициента (11–13, 19–
25, 27–35, 37, 39–42, 45, 49 на рис. 1). Например, интегралы, соответствующие
графам 11, 22, 37 и 45 (рис. 1), имеют вид (с использованием описанной ранее
нумерации частиц)

𝛽11 = 180×
∞∫︀
0

4𝜋𝑠212𝑑𝑠12

(︃
𝜋𝜎3

2
√
𝑠12

∞∫︀
0

Φ (𝑠13) 𝑑𝑠13

(
√
𝑠12+

√
𝑠13)

2∫︀
(
√
𝑠12−

√
𝑠13)

2

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠23
)︀
𝑑𝑠23

)︃
×

×

(︃
𝜋𝜎3

2
√
𝑠12

∞∫︀
0

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠14
)︀
𝑑𝑠14

(
√
𝑠12+

√
𝑠14)

2∫︀
(
√
𝑠12−

√
𝑠14)

2

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠24
)︀
·Ψ(𝑠12, 𝑠14, 𝑠24) 𝑑𝑠24

)︃
;

𝛽22 = 90×
∞∫︀
0

4𝜋𝑠212𝑑𝑠12[Φ (𝑠12)]
2×

×

(︃
𝜋𝜎3

2
√
𝑠12

∞∫︀
0

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠14
)︀
𝑑𝑠14

(
√
𝑠12+

√
𝑠14)

2∫︀
(
√
𝑠12−

√
𝑠14)

2

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠24
)︀
·Ψ(𝑠12, 𝑠14, 𝑠24) 𝑑𝑠24

)︃
;

𝛽37 = 45×
∞∫︀
0

4𝜋𝑠212𝑑𝑠12

(︁
𝜋𝜎3

2
√
𝑠12

)︁2
×

×

(︃
∞∫︀
0

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠14
)︀
𝑑𝑠14

(
√
𝑠12+

√
𝑠14)

2∫︀
(
√
𝑠12−

√
𝑠14)

2

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠24
)︀
·Ψ(𝑠12, 𝑠14, 𝑠24) 𝑑𝑠24

)︃2

;

𝛽45 = 60×
∞∫︀
0

4𝜋𝑠234𝑑𝑠34
𝜋𝜎3

2
√
𝑠34

∞∫︀
0

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠31
)︀
𝑑𝑠31×

×
(
√
𝑠34+

√
𝑠31)

2∫︀
(
√
𝑠34−

√
𝑠31)

2

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠41
)︀
· [Ψ (𝑠34, 𝑠31, 𝑠41)]

3
𝑑𝑠41.

К интегрированию по сетке положений (𝑠𝑖𝑛, 𝑠𝑗𝑛) частицы 𝑛 функция вида
(6) добавляет двумерное интегрирование по такой же самой сетке узлов пере-
менных 𝑠𝑖𝑚, 𝑠𝑗𝑚 и однократное интегрирование по 𝜙, что, конечно же, значи-
тельно усложняет вычислительный процесс. Для его ускорения использовались
возможности многопоточных вычислений на современных графических процес-
сорах, которые сегодня предоставляют библиотека DirectX11 (с помощью техно-
логии ComputeShader) или платформа CUDA. Причем в каждом узле интегри-
рования по 𝑠12 все 26 интегралов рассчитывались одновременно с 15 простыми,
описанными ранее, с помощью той же самой двумерной сетки узлов (𝑠1𝑛, 𝑠2𝑛).
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Каждый вычислительный поток для своего узла сетки (𝑠1𝑛, 𝑠2𝑛), независимо от
остальных потоков, рассчитывал по всем узлам (𝑠1𝑚, 𝑠2𝑚) этой же сетки сумму
интегралов по 𝜙, т. е. определял в каждом узле значение функции Ψ из (6). Ис-
пользование такой многопоточной технологии увеличивает скорость расчетов на
два порядка (!) по сравнению с вычислениями на базе центрального процессора.

Таким образом, для каждой выбранной температуры одной процедурой квад-
ратурным методом Гаусса для 30, 60 и 120 узлов рассчитывалась сумма сразу 41
из 56 интегралов шестого вириального коэффициента. Кроме того, для каждой
температуры фиксировалось значение (и погрешность) одного простого интегра-
ла (1 на рис. 1) для использования в качестве эталона на следующем этапе рас-
четов с помощью выборки Майера.

Действительно, любой из оставшихся 15 графов (26, 36, 38, 43, 44, 46–48,
50–56 на рис. 1) может быть получен из самого первого графа на рис. 1 путем
добавления новых “связей”. Поэтому именно значение этого первого интеграла,
уже определенное описанным выше способом, использовалось в качестве этало-
на Γ0 в (4), а его подынтегральное выражение (произведение соответствующих
функций Майера) рассчитывалось в каждой конфигурации (точке конфигура-
ционного пространства) как величина 𝛾0. Значение величины 𝛾 в той же точке
определялось как сумма подынтегральных выражений (с соответствующими ве-
сами) всех оставшихся 15 интегралов.

При компьютерной реализации алгоритма прямой выборки Майера также ис-
пользовалась многопоточная технология вычислений на базе графического про-
цессора. Каждый поток моделировал свой образец из шести молекул, используя
свой собственный генератор случайных чисел. Ввиду невозможности реализации
в многопоточном режиме для получения случайных чисел вихря Мерсенна, неко-
торые авторы [27] предлагают использовать в подобных случаях линейный кон-
груэнтный генератор. Но сравнительно малый период такого генератора (∼ 232)
может приводить к значительным корреляциям результатов. Поэтому для каж-
дого потока использовался генератор с большим периодом (∼ 288) Taus88.

Ввиду довольно сложного поведения как 𝛾, так и 𝛾0, для того чтобы га-
рантировать корректный учет всех весомых конфигураций, функция плотности
вероятности имела вид 𝜋 = |𝛾0| + |𝛾|. Перед непосредственными расчетами ис-
комой суммы интегралов Γ (4) в программе был предусмотрен предварительный
режим подбора масштаба для случайного пространственного шага при перехо-
де между точками с целью обеспечения устойчивого 50-процентного принятия
конфигураций [9].

Для большей части температур сумма оставшихся 15 интегралов определя-
лась усреднением результатов 100 опытов по 109 точек (конфигураций) каждый.
В околокритической области число опытов было увеличено до 250 для повыше-
ния точности.

Результирующие значения шестого вириального коэффициента для mLJ по-
тенциала в безразмерной форме 𝐵*

6 = 𝐵6/𝜎
15 при различных приведенных тем-

пературах 𝑇 * = 𝑘𝑇/𝜀 представлены в таблице 1 и на рис. 2.
Погрешность полученных значений складывалась из стандартной ошибки

среднего в выборке Майера и погрешности квадратурного интегрирования (оце-
нивалась процессом Эйткена [29]).
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Таблица 1. Шестой вириальный коэффициент 𝐵*
6 при различных значениях при-

веденной температуры 𝑇 *. В скобках указаны погрешности в единицах разряда
последней значащей цифры

𝑇 * 𝐵*
6 𝑇 * 𝐵*

6 𝑇 * 𝐵*
6 𝑇 * 𝐵*

6

0,200 −1,68(7)×1020 0,925 −167(7) 1,250 −16,9(5) 2,250 2,631(17)
0,250 −6,55(8)×1015 0,950 −93(6) 1,300 −13,2(3) 2,500 2,388(12)
0,300 −1,106(3)×1013 0,975 −55(3) 1,350 −11,0(2) 3,000 1,878(8)
0,400 −4,819(4)×109 1,000 −34(3) 1,400 −8,12(18) 4,000 1,249(5)
0,500 −3,955(4)×107 1,025 −22,6(19) 1,450 −5,66(17) 5,000 0,911(4)
0,550 −6,097(8)×106 1,050 −22,0(16) 1,500 −4,02(13) 7,000 0,579(2)
0,600 −1,170(2)×106 1,075 −20,3(14) 1,550 −2,36(10) 10,00 0,3560(18)
0,650 −2,611(6)×105 1,100 −22,7(10) 1,600 −0,91(8) 15,00 0,2029(11)
0,700 −6,51(2)×104 1,125 −21,0(8) 1,700 0,68(6) 20,00 0,1352(11)
0,750 −1,728(10)×104 1,150 −20,6(8) 1,800 1,70(5) 35,00 0,0626(4)
0,800 −4,79(3)×103 1,175 −20,3(7) 1,900 2,25(4) 50,00 0,0386(5)
0,850 −1,335(18)×103 1,200 −19,4(6) 2,000 2,49(3) 70,00 0,0246(3)
0,900 −364(10) 1,225 −18,2(5) 2,100 2,65(2) 100,0 0,0152(2)
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Рис. 2. Шестой вириальный коэффициент для mLJ потенциала. Вертикальные
отрезки соответствуют погрешностям. Символы (∘) показывают данные для LJ
потенциала со своими погрешностями [26]
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Рис. 3. Кривые нуля изотермического модуля упругости mLJ системы согласно
вириальному уравнению с четвертым (штрих-пунктир), пятым (пунктир) и ше-
стым (сплошная линия) коэффициентами. Символы (◇) показывают точки экс-
периментальной бинодали [17]

На рис. 2 приводятся также значения шестого вириального коэффициента
для немодифицированного LJ потенциала, полученные в работе [26] по эталону
твердых сфер. Для сравнения — достижение в околокритической области прак-
тически той же самой точности потребовало в [26] до 11700 (!) опытов (по 109

точек каждый) перекрывающейся (!) выборкой Майера.
В области низких температур шестые вириальные коэффициенты для mLJ

и LJ потенциалов отличаются очень значительно. С ростом температуры эта
разница постепенно уменьшается, как это наблюдалось и для коэффициентов
более низких порядков [18].

В областях малой плотности при низких температурах и практически любой
плотности при высоких температурах добавление в уравнение состояния (как
вириальное, так и на базе точного разложения конфигурационного интеграла
[19]) шестого коэффициента не слишком сильно сказывается на результатах. Но
в области конденсации влияние шестого вириального коэффициента становит-
ся значительным. На рис. 3 показаны кривые 𝑇 * (𝜌*) (𝜌* = 𝜌𝜎3 — приведенная
плотность) нуля изотермического объемного модуля упругости (𝜕𝑃/𝜕𝑉 )𝑇 = 0,
рассчитанные с учетом различного числа вириальных коэффициентов.

Согласно исследованиям некоторых авторов [19, 20, 21], кривая нуля изотер-
мического объемного модуля упругости не только является границей примени-
мости вириального уравнения, но и представляет собой жидкостную ветку би-
нодали системы. Рис. 3 демонстрирует, как с ростом порядка уравнения кривые
действительно постепенно приближаются к экспериментальной бинодали.

Учет в уравнении шестого коэффициента позволяет также получить значения
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критических параметров 𝑇 * = 1,071; 𝜌* = 0,27; 𝑃 * = 𝑃𝜎3/𝜀 = 0,093, значительно
более близкие к экспериментальным 𝑇 * = 1,071; 𝜌* = 0,30; 𝑃 * = 0,123 [17] по
сравнению с уравнением пятого порядка [18].

Заключение. Бесконечный радиус взаимодействия потенциала Леннард-
Джонса значительно затрудняет проведение численных экспериментов. Поэтому
в теоретических исследованиях, как и в численном моделировании, предлагается
использовать его модифицированную форму (1).

В дополнение к полученным ранее для такого модифицированного потенци-
ала Леннард-Джонса (mLJ) коэффициентам низших порядков [18] были рассчи-
таны значения шестого вириального коэффициента в широком диапазоне темпе-
ратур (0,2÷ 100)𝜀/𝑘.

Для соответствующих расчетов была разработана комплексная методика, со-
четающая в себе традиционные квадратурные методы интегрирования с совре-
менным статистическим методом выборки Майера. Разработанная методика в
целом является более универсальной и эффективной по сравнению с оригиналь-
ной выборкой Майера, и может использоваться в будущем для вычисления ви-
риальных коэффициентов более высоких порядков.

Полученные данные по шестому вириальному коэффициенту позволяют при-
близить уравнения теории к результатам численных экспериментов для mLJ мо-
дели. В частности, были получены значения критических параметров этой си-
стемы, значительно более близкие к экспериментальным, чем ранее.

С другой стороны, сам факт того, что добавление в расчеты шестого вири-
ального коэффициента все еще заметно влияет на получаемые результаты, может
указывать на необходимость учета в дальнейшем и коэффициентов более высо-
ких порядков.
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